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1 Vorbemerkungen

Vorlesung, Ubungen, Klausuren, Scheine:

Vorlesung: Di, Fr 11.15-13.00 Uhr, Im Neuenheimer Feld 308 HS 2
Ubungen: Mi 9-11 INF 227/ 11-13 INF 294 UR/ 14-16 INF 227.
Klausuren: Di 17.6.03 und Di 22.7.03

Scheinvergabe:  60% der Punkte fiir Ubungsaufgaben
und jeweils 30% der Punkte in den beiden Tests.

Sprechstunde:

Dienstag 14.30-15.30.
(Anmeldung per E-Mail ”horner@tphys.uni-heidelberg.de” erwiinscht)

Kursvorlesungen: Weiterfiihrende Vorl.:

I Mechanik (Vordiplom KI.) Quantenfeldtheorie

I Elektrodynamik (Seminar) Theor. Festkorperphysik

IIT  Quantenmechanik (Seminar) Allg. Relativitatstheorie

IV Statistische Physik (Seminar) Hydrodynamik - - -
Literatur:

H. Goldstein: Klassische Mechanik (Akad. Verlagsgesellschaft)

F. Scheck: Mechanik (Springer)

J. Honerkamp, H. Romer: Klassische Theoretische Physik (Springer)

V.I. Arnold: Math. Methods of Classical Mechanics (Springer)

G. Ludwig: Einfiihrung in die Grundlagen der Theoretischen Physik I (Vieweg)



Zur Methode:

Wirklichkeitsbereich  Abbildungsvorschrift
Reale Gegebenheiten Idealisierung
(physikalische Objekte, >
MeBapparate) Unscharfe Zuordnung
Beobachtungen, Naturgesetze
Experimente Modelle

I

Mathematik

Mathematische Objekte
(Zahlen, Mengen ...)

Axiome, Relationen

Il

gen)
- Sétze
Vergleich >
Aussagen
\ Erweiterter Giiltigkeitsbereich
Verbesserte Néherungen
Ubergeordnete Theorie
Kleiner historischer Uberblick:
Relativitatstheorie \
~1905/ 1917 Gravitation
Einstein
Statistische Physik \ ( Elektrodynamik )
~1870 || ~1870
Warmelehre | BoZman - assische Mechanik Maxwell ' Geom.Optik
~1840 ~1700 ~1830
Maier, Clausius Newton Hamilton
v.Helmholtz Lagrange, Hamilton ~1800
J \\
Chemie Quantenmechanik Schwache Wechselwirkung GUT
~1900/ 1925 Starke Wechselwirkung Dunkle Materie
\ Planck, Heisenberg, Schrodinger, Dirac ) Dunkle Energie
Kosmologie
1 19.04.03



2 Raum und Zeit in der Newtonschen Mechanik

Raum:

Reale Gegebenheit: Bezugssystem, z. B. Wénde eines Zimmers. Im Bezugssystem
fixierte Stellen (physikalische Punkte) A, B. Messvorschrift fiir Abstédnde d4 p (2.B.
Schnur mit Marken, willkiirliche Léngeneinheit).

Mathematik: Euklidische Geometrie (dreidimensionaler Raum).

Abbildungsvorschrift:
Winde des Zimmers <= Koordinatensystem (z.B. kartesisch)
A — 7= (2,y,2) = {xa}; a=1---3
das = |IFa— 75l = /(x4 —25)* + (ya — yB)? + (24 — 25)?
Vergleich: z.B. Geodésie: Euklidische Geometrie auf kleinrdumiger Skala, sphérische
Geometrie auf groffiraumiger Skala. — z.B. Allgemeine Relativititstheorie.

Grundlage der Newtonschen Mechanik: Euklidische Geometrie.
Dreiecksungleichung: dac < dap +dpc

Wechsel des Bezugssystems: S «— S’
In S: 7 ={r.} in S" 7=z}

Forderung: ||7a — 7Bl|ls = ||7a — 7Bl|s

Koordinatentransformation:

x;:ZAaﬁ:Cﬁ—bﬁ F/:A 77_5 (21)
B8
Orthogonale Matrix A, 5= (A4
A-AT=A-A"=1 (22)

Z AanApy = Z Aaﬁ(A_l)%ﬁ = 0a,p
¥ ¥

Kroneckersymbol:

Sag = {é fir ; g (2.3)

S > Ursprung des Koordinatensystems S’

/ Og=A1-b (2.4)




Zeit:

Reale Gegebenheit: Ereignis A, z.B. Aufleuchten einer Lampe am Ort A.

Messvorschrift fiir zeitliche Abstéinde 745 (Uhr). Zeitnullpunkt und Zeiteinheit
willkiirlich. Synchronistationsvorschrift fiir Uhren (z.B. Transport) zur Bestimmung

von gleichzeitigen Ereignissen an verschiedenen Orten.
Mathematik: Reelle Zahlen.
Abbildungsvorschrift:

A < {FA;tA}
TAB < ta—15

Vergleich: z.B. tac =tas +1i5c

Wechsel des Bezugssystems: S «—— S’

Fiir gleichzeitige Ereignisse:

|74 = 78l|ls = [|Fa — TB||s falls
Absolute Zeit:

(TA,B) 5= (TA,B) o fiir beliebige
Transformation:

v, = ) Aap(t) 15— balt)
3
' =t—t,

Trajektorie, Bahn':

Stetige Folge von Ereignissen, Bewegung eines Punktes

7= 7(t) = {za(0)} (2.8)

eindeutig, stetig.

Geschwindigkeit:
d d
U(t) = — 7 = — 2.
A= ST )= Saat) (29)
beschrankt, stiickweise stetig .
Beschleunigung:
d d?
ot t) = — 7 t) = — _‘t 21
ilt) = () = 17 (2.10)

Wechsel des Bezugssystems S «—— S’

d d

t =ttt -
O qr  dt

(2.5)

(2.6)

ta=1p
|74 — 73|
AX()
X, (t)

(2.11)

1Siehe auch: Hl. Thomas von Aquin: Summa Theologiae 1.Teil, 52.Frage: Von der Ortsbewegung
der Engel. hittp://www.himmelsboten.de/Engel/Kirchl/St Thom/Sumtheol. htm



Geschwindigkeit in §": mit (2.9)

T(t) = Alt) - 9(t) + A(t) - 7(t) — b(t) (2.12)
Beschleunigung in S
G'(t) = A(t) - alt) + 2 A(t) - 5(t) + A1) - 7(t) — b(1) (2.13)

Beachte ! Das Transformationsverhalten von Geschwindigkeit und Beschleunigung
ist durch die relative Bewegung der Bezugssysteme zueinander bestimmt.

Galilei-Transformationen:

Spezielle Transformationen mit

. —

A=0 b(t) = @ b(t) = by + it (2.14)
und daraus folgend:
a'(th = A-at) 7'(t") = A-0(t)—ua 7'(t') = A-F(t)— T t—by (2.15)

Anmerkung: Wir werden sehen, dafl die Gesetze der Newtonschen Mechanik inva-
riant gegeniiber Galilei-Transformationen sind (Postulat!)

-

Gruppeneigenschaft: Es seien G = G(A,4,b) und G = G(A', u’ ,g’) Galileitrans-
formationen (mit t” = ¢ =t). Dann ist G” = G(A",@”,b") ebenfalls Galileitrans-
formation mit

A"=A-A a"=Aa+a b =A b+ (2.16)

dabei kommt es auf die Reihenfolge der Transformationen an, i.e. im allgemeinen
ist Al . A 7& A . Al. 2 02.05.03



3 Grundgesetze der Newtonschen Mechanik

Gegenstand der Mechanik: Trajektorien 7;(t) von Teilchen (”Massenpunkten”)
mit Masse m;.

1. Newtonsches Gesetz:

Jeder Korper verharrt in seinem Zustand der Ruhe oder der gleich-
formig geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Kréfte
gezwungen wird, seinen Bewegungszustand zu &ndern.

#(t) = 0. (3.1)

Da die gemessene Geschwindigkeit von der Wahl des Bezugssystems abhéngt, ist
dieses Gesetz sowohl als Aussage iiber mogliche physikalische Zusténde (keine
duBeren Krifte), wie auch tiber Bezugssysteme zu werten. Ein System, in dem (3.1)
gilt, wird als Inertialsystem bezeichnet. Durch eine Galilei-Transformation wird ein
Inertialsystem wieder in ein Inertialsystem {iberfiihrt.

Relativitiatsprinzip der Newtonschen Mechanik:

Naturgesetze (Gesetze der Newtonschen Mechanik)
sind invariant gegeniiber Galilei-Transformationen.

Damit sind letztlich alle Inertialsysteme gleichberechtigt. (In der speziellen
Relativitatstheorie wird dieses Relativitdtsprinzip durch Invarianz gegeniiber
Lorentz-Transformationen gefordert.)

2. Newtonsches Gesetz:

Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden
Kraft proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen
geraden Linie, nach welcher jene Kraft wirkt.

mi (1) = Fi(t) (3:2)
Dabei ist die Masse m; als Eigenschaft des Teilchens ¢ anzusehen. Da (3.2) eine
Differentialgleichung zweiter Ordnung ist, ist die Festlegung von zwei Integrations-
konstanten notwendig, um die Losung eindeutig zu machen. Dies kann in Form von
Anfangsbedingungen 7;(to) und ;(ty) zu einer Zeit ¢y, geschehen, aber beispiels-
weise auch durch Angabe von 7;(ty) und 7i(t;) fur t; # to.

Transformationsverhalten beziiglich Galilei-Transformationen
Fl(t') = A- Fy(1) m; =m; (3.3)

3. Newtonsches Gesetz:

Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder, die Wirkungen zweier
Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetzter Richtung.

Fij(t) = —F(t) (3.4)



Einige abgeleitete Begriffe:

Integration entlang einer Trajektorie:

t1 N t1 .
dt F(t) =m dt v(t) = m(ty) — md(ty) (3.5)
to to
Impuls:
p(t) = mu(t) pl(t) =A-pt) + mu (3.6)
Arbeit: (Entlang einer Trajektorie geleistete Arbeit)
31 = 1 .
Aty to) = dtv(t) - F(t) =m dtd(t) - v(t) = T(t1) — T(to) (3.7)
to to

Kinetische Energie:

T(t) = Imu(t)? (3.8)

2

Kraftfelder: Elektrische- oder Gravitationskréfte sind beispielsweise durch Kraftfel-

der gegeben: . .
F(t) = K ((t)) (3.9)
Eine Trajektorie 7(t) definiert eine durchlaufene Raumkurve C. Mit d§ = o(t) dt

und Fl = F(tl) b.z.w. 770 = F(to) ist

Aty to) = jé dg- K(3) (3.10)

Falls A nur von 7y und 77 abhéngt, aber nicht vom dazwischen durchlaufenen
Weg, spricht man von konservativen Kréften. Fiir konservative Kréfte existiert ein
Potential V' (7) so dafl

K(F) = =VV(7) und Aty to) = V(7)) — V(7). (3.11)
Die oben erwiahnten elektrischen und gravitativen Kréfte sind konservativ.

3. Newtonsches Gesetz fiir wechselwirkende Teilchen und konservative isotrope Zwei-

teilchenkrafte:
V{r}) =3 2 W(r = 750) (3.12)
Zhj

Kraft auf Teilchen i:

E(t)=-ViV({f)}) VA =X V@E) +3 X W -7)  (3.13)

Erhaltungssétze:
Energiesatz: Fiir konservative Kréfte sei die Energie definiert als
E=T+V=3> muv;+V({F}) (3.14)

Mit (3.2) .
E=0 (3.15)



Impulssatz: Ohne duBere Krifte V() = 0 und fiir translationsinvariante Wechsel-
wirkung W (7; — ;) gilt fiir den Gesamtimpuls

P =3 m, P=0 (3.16)

Drehimpulssatz: Fiir rotationssymmetrische dufiere Krafte V(|r]) und fiir isotrope
translationsinvariante Wechselwirkung W (|7; —7;|) gilt fir den Gesamtdrehimpuls

L= m x L=0 (3.17)

Anmerkung: Es kann zweckméflig sein, zwischen Vektoren, z.B. 7 oder ¢, und

axialen (Pseudo-) Vektoren, z.B. L, zu unterscheiden. Letztere sind in einem
dreidimensionalen Raum als Vektorprodukt von zwei Vektoren, allgemeiner als
antisymmetrische Tensoren gegeben.

Anmerkung: Nach dem Galilei-Relativitatsprinzip sollte die Physik in jedem
Inertialsystem gleich sein. Dies gilt beispielsweise fiir Krifte, die aus einem Po-
tential abgeleitet werden konnen (Gravitation, elektrische Kréfte), aber nicht fiir
magnetische Krifte, die einer besonderen Behandlung bediirfen. Die Elektrodyna-
mik ist nicht galileiinvariant, sondern invariant gegeniiber Lorentz-Transformationen
(spezielle Relativitatstheorie). Das Galilei-Relativitatsprinzip kann durch geeignete
Transformation magnetischer Kréfte fiir kleine Geschwindigkeiten wiederhergestellt
werden (Siehe Ubungsaufgabe 4). 8 06.05.03



4 Eindimensionale Bewegung

Die Bewegungsgleichungen (3.2) sind Differentialgleichungen. Gesucht sind, z.B. bei
gegebenen Anfangsbedingungen, Losungen in Form von Integralen: Integration der
Bewegungsgleichungen. Im Allgemeinen ist dies nicht moglich. Es ist zu untersu-
chen unter welchen Bedingungen und gegebenenfalls mit welchen Mitteln derartige
Losungen, moglicherweise auch nur ndherungsweise, gefunden werden konnen. Auch
qualitative Diskussionen konnen niitzlich sein.

Beispiele eindimensionaler Bewegung:
Gegeben: Kraft als Funktion der Zeit.

mx(t) = F(t) mit z(ty) =19 und z(ty) = vo (4.1)
. 1
z(t) =vg+ — | dt' F() (4.2)
m Jig
1 gt ¢
z(t) =zo+ (t—to)vo+— [ dt’' [ dt" F(t") (4.3)
m Jtg to

Gegeben: Potential als Funktion des Ortes. (Anfangsbedingung wie oben)

F(t) = —(i:V(x(t)) (4.4)

Integration entsprechend (4.3) erfordert explizite Kenntnis der Losung!
Energiesatz:

2 )

) = i\/;{E —V(2m)} (4.6)
Differentialgleichung erster Ordnung, aber immer noch Kenntnis der Lésung not-
wendig.

E = yma*(t) + V() = ymuvi + V(o) (4.5)

Neue Fragestellung: Nach welcher Zeit t(z,z¢) wird z erreicht?

d 1
T t(z,xg) = %

=t(zs00) \/;{E ~V(2)}

) . da’
t(x, wo) = to £ /zo \/i{E - V(a)}

Damit ist die Losung in Form eines Integrals gefunden.
Vorzeichen 4+ aus Anfangsbedingung.
Vorsicht bei Bewegungen mit Umkehrpunkten!



Qualitative Diskussion:

Impuls:

p(t) = mx(t) (4.9) V. E

Mit Energiesatz (4.6):

Trajektorie im ”Phasenraum”

pla) = £\2m{E - V(2)}  (410) \\xy//‘\\xy///

X
A p
Stationdre Punkte (Fixpunkte):
T, so daf
X
V'(z,) =0 E=V(z,) (4.11) u >
Stabile Fixpunkte: V'(z,) >0
Instabile Fixpunkte: V"(z,) <0
Umkehrpunkte: zq(E) so dafl
V(z,) = FE und V'(zq) #0 (4.12)
Bewegung in der Niahe eines Umkehrpunktes:
Es sei V(xg) =F und V'(z) <0, sowie z(ty) = zo.
Fir kleine Abstande x — zq:
Vi)~ E —|V'(z0)| (x —xo) + - (4.13)
p(x) = £1/2m |V'(w0)] (x — o) (4.14)
Mit (4.8)
@ da’ 2m
= 2 V(o) (= — 20) V(o)
V' (x
:C(t) — SEO + | 2(777/0)| (t _ t0>2 _|_ e (416)
Bewegung in der Néhe eines stabilen Fixpunktes:
V() =0; V'(z)>0. Essei E=V(T)+e
pi(x) + mV"(T) (v — T)* = 2me (4.17)
Die Trajektorien in der Néhe eines stabilen Fixpunktes sind Ellipsen.
Kraft fir xt =7 — 0
K(z)=-V"(Z) (x — ) (4.18)

10



Newtonsche Bewegungsgleichung
mi(t) = —V"(z) (2(t) — ) (4.19)
Losung: Harmonischer Oszillator
z(t) =T + a sin(wt + «) p(t) = mwa cos(wt + ) (4.20)
mit

W= \/% E=V(@) + %mwQ a? (4.21)

Bewegung in der Néhe eines instabilen Fixpunktes:

Vi@ =0, V(@) <0 E=V(@)+e
p(a) = m V(@) (=) =2me (422) \

o
Die Trajektorien in der Néahe eines stabilen Fixpunk-
tes sind Hyperbeln. /\

Losung von (4.19) fiir € 20

2(t) =7 +a O (vt — to)) p(t) = mwa S0 (vt — 1)) (4.23)

=L V(@) (4.24)

mit

Losung fiir e=0:
z(t) =7 +ae®! p(t) = +tmyae™? (4.25)

Anmerkung: Ein Fixpunkt (stabil oder instabil) kann in endlichen Zeiten nicht
erreicht oder verlassen werden.

4 09.05.03

Reibungskrifte:
F(t) = —sign(v(t)) R(|o(t)]) (4.26)
Gleitende Reibung fester Korper (empirisch) R<|v(t)|) = const.
Viskose Reibung (kleine Reynoldszahlen) R(|v(t)|) ~ |v(t)]
Luftreibung (grofie Reynoldszahlen) R(\v(t)o ~ v(t)?

Falls keine weiteren Kréfte wirken, kann der ”Bremsweg” berechnet werden:
Es sei v(t=0)=1wvy und v(ty) =0:

to vo du vo v
Ar=[Tato) =~ [T Fo=m ["d
= v(t) R UR(U)

(4.27)

11



5 Bewegung im Zentralpotential

Schwerpunkt- und Relativbewegung:

Zwei Korper mit Masse m; und mes.
Gesamtmasse: M = my +msy.

Kraft und Potential (radialsymmetrisch)
Fio(F1, 7o) = =V V(|7 — ) = —Foy (71, ) (5.1)
Newtonsche Bewegungsgleichungen:
my 71 = Fy (P, 7) My i = Fy (71, 7) = —F1o(F1, ) = —my 77 (5.2)

Schwerpunktskoordinate

— ]_ o = g — — —
R:M<m1r1+m2r2) R=0 R=Ry+Ut (5.3)
Impulssatz:
]3:15'1+ﬁ2:m17%'1—|—m27%’2:]\/[ﬁ ]3:0 (54)
Relativkoordinate
=71 — T (5.5)
Newtonsche Bewegungsgleichung:
. 1 1\ =
r=(—+—)F 5.6
P (ot ) Fral (5:6)
Reduzierte Masse
mims myms o 4
M =T mr = Fy () (5.7)
. . Mmg . . omy . -~ Moy
1:R—|—M27" QZR—MIT’ 12:Uiﬁ’l} (58)
Energiesatz:
FE = %ml ’U% + %mg Ug + V(‘Fl — FQl)
= M U? + imv* + V(|) E=0 (5.9)
Drehimpulssatz: (Drehimpuls bezogen auf Schwerpunkt)
E:ml(_’l—ﬁ) X (?71-&)—}-7)12(?2-?%) X (’UQ—U)
= mFx T L=0 (5.10)

12



Anmerkung: Relativbewegung: 6 Variable {7, #}; 4 Erhaltungssitze {E,L}

2 Integrationen.

- -

Bahnebene: Beachte: L-7=0; L-v=0.
Die Bewegung verlauft in einer Ebene senkrecht zu L.

Wahl des Koordinatensystems so da L = (0,0, L).

Polarkoordinaten:
ty r w(t) = r(t) cos(p(t))
y(t) = r(t) sin(p(t)) (5.11)
A « z(t) = 7(t) cos(p(t)) — r(t) sin(p(t)) ()
> y(t) = 7(t) sin(p(t)) +7(t) cos(e(t)) ¢(t)
V() = () +y(t)? = r(t)* +r(t)*p(t)*  (5.12)
Energie:
E = imi(t)? + dmr(t)e(t)* + V(r(1)) (5.13)
Drehimpuls:
L = m(z@§(t) — y(OF) = mr2(1) $(0) (5.14)
Flachensatz (2. Keplersches Gesetz) - ( tdt )
7(t)  iberstreicht in gleichen Zeiten gleiche
Flachen V( t ) dt
df = L) x o(t) dt = 21 Ldt  (5.15) do r(t)
m
gilt fiir beliebige Zentralpotentiale.
Radiale Bewegungsgleichung
Mit (5.13) und (5.14): )
1 2 1 ()2
E=3s;mr(t) + (D)2 +V(r(t) = smr(t)” + Veg(r(t)) (5.16)
Eindimensionale Bewegung in einem effektiven Potential mit ” Zentrifugalpotential”
L2
%H(T) = V(T’) + W (517)

V(r) V(1)

2 2
L/2mr E5 > 0: Nicht periodische (offene) Bahn,
1 Umkehrpunkt r
r
> E5 < 0: Periodische Bahn
\ // 2 Umkehrpunkte ro und ry

Ey: Kreisbahn rg

13



Integration der Bewegungsgleichungen:

Kreisbahn:

Eoy = Veg(ro) te(ro) =0 (5.18)

Periodische Bahn: r(tg) = rg

r dr’
H(r) = to + / ! : (5.19)
VR (E-V) - )
Periode
=2 / 1 dr 2 (5.20)
o \/i (BE-V() - 352)
Winkel: Mit ¢(tg) =0
L de(r)
= = 21
60 = s =10 (5.21)
Mit (5.16) und @(t) — ¢(r(t))
L @ dr’ L r® dr’
e e ) (5.22)
0 0 T/Q\/m (E — V) — 2mr'2>

Bahnkurve ¢(r)
Aphel-(Perihel-)drehung:

Winkel zwischen aufeinanderfolgenden ueren (inneren) Umkehrpunkten

dr’
V() = 5k)

2mr’?

2L
s@zw(f)fo
e T’z\/i(E_

(5.23)

Geschlossene Bahn:

» =27 mit ganzzahligen n und m.

Im allgemeinen ist 3= irrational.

5 13.05.03
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6 Das Keplerproblem

Als wichtiges Beispiel der Bewegung wird die Bewegung von Planeten oder Kometen
im Sonnensystem behandelt. Dabei wird der Einflufl anderer Planeten, z.B. Jupiter
bei der Bewegung der Erde, vernachléssigt. Das resultierende Zweikoérperproblem ist
integrabel.

Gravitation
K(T):_7m1m2 v(r):_’ymlm2 :_PymM (6 1)
r? r r '
Beachte: Schwere Masse = trige Masse (Siehe allgemeine Relativitéitstheorie)
Umkehrpunkte: Mit (4.12) und (5.17)
ymM L?
E — =0 6.2
* o1 2mrg, (6.2)
2
ym M ym M L?
= — + 6.3
o 2E J( 2F ) T ImE (6.3)
”Grofle Halbachse” 1 +1r9 =2a; 7”Exzentrizitit” e
vym M 2FE L2
= =14+ —- 6.4
T 9 ‘ MUPERVErY (6.4)
2 M2 3 L2
e=0 E:Eo:—% Kreisbahn r= RV =
D<e<l1 Ey<E<O gebundene Bahn ro1=(1F¢€)a
LQ
=1 E=0 iodischer Grenzfall =—
€ aperiodischer Grenzfa o 2 m? M
e>1 E>0 offene Bahn ro=(—1)a

Bahnkurve: ¢(r) mit ¢(ro) =0. Mit (5.22)

d /
/ (6.5)
0 7”,2\/ E+ ymM L? )

2mr’2

Variablensubstitution: = = % dx = —%dr’
( ) a/ro dx a/TO dz
pr) = / 1 2 -
a/r + T 2
Vet \/ @~ (o - aty)
2 |z —1\|Y"
= arc sin <W> (6.6)
€ a/r

15



€

21 -1
arc sin <|e|x0> = arc sin(1) = g (6.7)

Mit y = sin(z) fiir = = arc sin(y)
e —1]2 -1

€

= —sgin <g0(r) — g) = cos (QO(T’)) (6.8)

Aufgelost nach r(p):

r( )_GW;” (6.9)
b= 1 + € cos(yp) '
Mit & = r(g) cos(p), 1 =r(p) sin(p)
<0
und b=,/|[l —€*|a und E -0
2 a® 5,
(:E:I:ea) :I:b—Qy =a (6.10)

1. Keplersches Gesetz:
Fir F <0: e <1; Bahnkurve ist Ellipse mit Halb-
achse a und b und Brennpunkt r = 0.

Fir EF > 0: € > 1; Bapnkurve ist Hyperbel mit
Brennpunkt » = 0 und Offnungswinkel +% mit

cos(p) = 1/e.
Fir EF =0: e =1; Bahnkurve ist Parabel. /

Typische Planetenbahnen: F ~ E, e < 1, typische Kometenbahn F ~0 e=1,
periodische Kometen FE < 0, aperiodische Kometen FE > 0.

3. Keplersches Gesetz

Umlaufperiode fiir Ellipsenbahn: Flédche der Ellipse
A=abr=a*V1—-er (6.11)
Flachensatz (5.15) integriert iiber eine Periode
A= / —dt T (6.12)
Drehimpuls, berechnet aus (6.4):
aM~y(1—e?) (6.13)

Periode
27 4 /2

(6.14)

Beachte: Die Umlaufperiode hingt nicht von der reduzierten Masse ab.
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Lenzscher Vektor:

Die Keplerbahn fiir £ < 0 ist periodisch, i.e. es tritt keine Periheldrehung auf, dies
ist ein Hinweis auf die Existenz einer Erhaltungsgrofie. Eine derartige Grofle ist der
Lenzsche Vektor (Laplace, Runge, Lenz)

— —

A=pxL+mV(r)r (6.15)

Mit p=—LV'(r)7, mi=p mi=2LFp) uwnd Fx (Fxp)=(Fp)r—(F7)p

A= V@) FxL+V(r)p+ iv'(r) (7 p)F={rV'()+ V()  (6.16)
Damit ist A =0 fiir V(r)~1/r.

A zeigt in Richtung der groflen Halbachse, wie man speziell fiir ¢ = 0 oder p =«
sieht, da fiir diese Werte p-7 =0 ist und damit A ~ 7 ist.

6 16.05.03
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7 Streuung an einem Zentralpotential

Zunichst wird die Streuung an einem festen radialsymmetrischen Potential be-
handelt. Dies kann auch als Streuung von zwei Teilchen im Schwerpunktsystem,
interpretiert werden. Spéter werden die Resultate ins Laborsystem umgerechnet,
wobei angenommen wird, daf eines der Teilchen (Target) vor dem Stof} in Ruhe ist.

Streuung im Schwerpunktsystem, b.z.w. an einem festen
Potential:

Potential V(r) — 0
Stolparameter Tb

Streuwinkel ¥ =7 —2¢
Asymptotische Bahn fiir ¢ — —o0:

r(t) = b+ 0ot (7.1)
Energie Drehimpuls
E = %mvg L(b) =muwyb (7.2)
Umkehrpunkt:
E=vi)+ 2 _viey+ L 5 n=nm) (79
2mrg rH

Streuwinkel als Funktion des Stofiparameters, mit (5.22):

dr

I(b) =1 — 2 / °°b (7.4)
0 m L(b)?
) T2\/L2(b)2 (E - V(r) - 275132>

Differentieller Wirkungsquerschnitt:

d©2 = sin(¥)ddde

Einlaufender Strahl:

do = bdbdy Flache do =bdbdyp
/] Zéhlrohr im Abstand R
—d4 Fliche df — R2dQ
b 9 X . .
. > Raumwinkel dQ = sin(¢) dv de

/ do = |(w<b)‘ db (7.5)

db
Zahl der gemessenen Teilchen dN,, ~ d€2dt
Einlaufende Teilchen dNg, = jdodt = jg dQ dt = d NV,
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Differentieller Wirkungsquerschnitt: Mit b = b(¢})

do b(v) |db(¥)
= 7 7.6
dQ  sin(v) | dd (7.6)
Streuung an einer harten Kugel:
Radius der Kugel a
sin(p) =b/a V=m—2¢p
b(¥) = sin(3(m — V) a = cos(39) a
b
do | ,cos(39)sin(39) | ,
=1 =1 7.7
a2 sin (1) 44 (7.7)

Lambertsches Gesetz: Eine diffus reflektierende Oberflche erscheint unter allen Win-
keln gleich hell.

Totaler Wirkungsquerschnitt:

d
Thot = /dQ % =a’T (fiir harte Kugel) (7.8)

Anmerkung: Quantenmechanisch: o, = 4a?7 fiir niedere Energien, o,y = a7
fiir hohe Energien.

Coulomb Streuung (Rutherford Streuung):

Z.B. Streuung von a-Teilchen an Kernen, Ladung Z; und Z;. Potential

7y Zy€e?
V(r) = 2222° (7.9)
T
Siehe Keplerproblem mit ym M = —Z; Zy €.
Drehimpuls: L = muvgb; Energie: E = %mvg; L?=2mEV
Mit (6.4)
Zl Zg 62 b?
“=—r €= 1+? (7.10)
Den Winkel ¢ erhélt man aus (6.9) mit r(p) — oo
1 1
cos(p) = cos (%(7? - 19)) = sin(39) = o= = (7.11)
Damit ist "
a
b= t(50 —|=— 7.12
@ cot(37) ‘dﬁ 2 sin(30)? (7.12)
Mit (7.6): Rutherford-Streuquerschnitt
d 2
A — (7.13)

o 4 sin(14)

Anmerkung: Eine quantenmechanische Rechnung liefert das gleiche Resultat.
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Regenbogenstreuung

V(r) |

b Fiir nicht monotone

Potentiale  V(r) ist

Y(b) ebenfalls nicht

monoton. Dies fiihrt

r zu Singularitdten im
M o Wirkungsquerschnitt

>  bei Winkeln 9.(F), die

do/dQ von der Energie ab-
héngen. Dies wird als
”Regenbogenstreuung”
bezeichnet.
A

| |

7 20.05.03
Transformation aufs Laborsystem:
Schwerpunkt- Transformation der Geschwindigkeiten:
system
L o my = . R
’Ulzﬁv‘i‘U ’UQZ—MIU—FU (714)
-------- ~ Vor dem StoB:
7= (v0,0,0) U= (%5,0,0)
o i = (00,0,0) % =(0,0,0) (7.15)
Nach dem Stofs:
U= (vo cos(1), vo sin(¥}), 0) U= (%vo, 0, O) (7.16)

U = (vl cos(), vy sin(th), O) = (%vo cos(¥) + g, T2 sin(1), 0)

Uy = (v2 cos(a), —vg sin(vy), 0) = ( — g cos(V) + FHvg, — T sin(V), O) (7.17)

Vergleich:
Al ikl in(9) 10 ranR . . —
i 1 m, /m,=0.1 y‘_:":
tan(H) = ——72 i /
an(v;) oL+ cos(1) 08| // ]
_ _sin(d) _ T _ 9 06 >
tan(dz) = 1 — cos(D) tan(Z — 2)
041
Uy = 57— 3V (7.18)
02}
Anmerkung: Schwere Teilchen (a-Teilchen)

werden bei Durchgang durch Materie von 00 - -
00 0.2 04 0.6 08 w10
Elektronen wegen m, > mg kaum gestreut.
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Geschwindigkeit:

m 2 2m
Vg = Ml Vo \/(1 - cos(ﬂ)) + sin(9)? = Wl cos(t2) vg (7.19)
Ubertragene Energie A
Ey=1myv; = ﬁm cos(1)? Ey (7.20)
Wirkungsquerschnitt im Laborsystem: o = 9(v;)
dO'(Ll)(191> _ b(vh) |db(191) (7.21) 1o doy (8,)
1) 1 ' LAY
aa! sin(0,) | do, 00 L0
C b)) [d9(wy)] |db(9) A
N sin(ﬁl) d’(91 dv 10¢
_ sin(9(0) ‘dﬁwl) o) im0
sm(191) d’l91 dQ . g ;4.‘1-91/’.71'
00 06 0.8 1.0
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8 Verallgemeinerte Koordinaten,
Lagrangegleichungen

In den folgenden Abschnitten wird der formale Aufbau der klassischen Mechanik
weiter entwickelt. Dafiir gibt es mehrere Motivationen.

Zunéchst untersuchen wir Systeme mit Zwangsbedingungen, beispielsweise einen
Wagen einer Achterbahn, der, durch Schienen gefiihrt, aber letztlich durch die
Schwerkraft angetrieben, beschleunigt oder abgebremst wird. Im Rahmen der New-
tonschen Formulierung miiffiten wir zur Berechnung der Bewegung alle Kréfte ken-
nen, auch die, die von der Schiene auf den Wagen ausgeiibt werden, obwohl die
Bahnkurve ja bereits durch den Verlauf der Schiene festgelegt ist, und nur noch die
Geschwindigkeit entlang der Schiene zu bestimmen ist.

Die zur Vereinfachung derartiger Probleme notwendiger Uberlegungen werden es
auch gestatten allgemeinere z.B. krummlinige Koordinatensysteme zu verwenden,
beispielsweise Kugelkoordinaten fiir Systeme mit sphérischer Symmetrie.
Schliefllich werden Variation- oder Extremalprinzipien entwickelt, die den urspriing-
lichen Newtonschen Gleichungen equivalent sind, aber moglicherweise einfacher zu
handhaben sind. Dies gilt insbesondere fiir nichtintegrable ”chaotische” mechanische
Systeme. Derartige Variationsprinzipien spielen aber auch in der Quantenmechanik
oder in klassischen oder quantenmechanischen Feldtheorien eine grofle Rolle.

Zwangsbedingungen und verallgemeinerte Koordinaten:

Verallgemeinerte Koordinaten:

N Teilchen in einem 3-dimensionalen Raum koénnen durch 3N kartesische Koordi-
naten {x1(t),---,z;(t), -+, z35(t)} beschrieben werden, alternativ durch verallge-
meinerte Koordinaten {q (), -+, qn(t), -, qx(t)}. Falls keine Zwangsbedingungen
existieren ist K = 3N. Es wird vorausgesetzt, dafl sich die kartesischen Koordinaten
durch die verallgemeinerten Koordinaten ausdriicken lassen, also

-Ti:xi<q1a"'7qn7"'7qK;t) (81)

Dabei sei eine explizite Zeitabhéngigkeit erlaubt.
Beispiel: {z;}: kartesische Koordinaten in einem Inertialsystem,
{¢n}: Kugelkoordinaten {r, ¥, ¢} in einem rotierendem System.

Holonome Zwangsbedingungen:

L Zwangsbedingungen (Einschrankungen), die durch Gleichungen gegeben sind

fo(xy, -+ x3n;t) =0 (=1---L (8.2)
Beispiel: Bewegung auf einer Kugel: 2%+ y*+ 22— R> =0 oder
Doppelpendel: 22 +y?+27—R? =0 und (z2—21)*+(y2—y1)*+(20—21)*— R = 0.
K = 3N — L Freiheitsgrade (verallgemeinerte Koordinaten).
zi(qr, -, qx;t) so daB  fo(xy, -, x3n;t) = 0 fiir beliebige ¢ ---gx. Durch die
Zwangsbedingungen wird die Bewegung auf eine K-dimensionale ”Manigfaltigkeit”
My eingeschrénkt (z.B. Oberfliche der Kugel mit Radius R).
Im folgendem wird vorausgesetzt, da8 die Funktionen x;(---) und fi(---) stetig dif-
ferenzierbar sind.
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Nicht holonome Zwangsbedingungen:

Beispiel: Ungleichungen fy(z1, -, x3n;t) > 0; (Bewegung innerhalb einer Kugel,
Pendel mit Faden, - --).

Beispiel: Geschwindigkeitsabhédngige Zwangsbedingungen

fe(xy, -+, w3n5; 21, -, T3n;t) = 0 (Rollende Bewegung, - - ).

Fiir nicht holonome Zwangsbedingungen existieren keine allgemeine Verfahren, sie
werden hier nicht weiter untersucht.

Skleronome Zwangsbedingungen:

Keine explizite Zeitabhéngigkeit in den Zwangsbedingungen. Generalisierte Koordi-
naten kénnen so gew#hlt werden, dafl in den Relationen (8.1) ebenfalls keine explizite
Zeitabhéngigkeit auftritt.

Rheonome Zwangsbedingungen:

Explizite Zeitabhéngigkeit in Zwangsbedingungen und Relationen (8.1).

Beispiel: Bewegung entlang einer bewegten Stange.

Tangential- und Normalvektoren:

Es ist zweckméflig lokale kartesische Koordinatensysteme in jedem Punkt auf der
durch (8.2) gegebenen Manigfaltigkeit Mg zu definieren.

Tangentialvektoren (Vektoren im 3N-dimensionalen Raum):

axi T 7t
7;1,1'<Q17"'7qK;t): (QI aq oK ) (83)

Bei infinitesimalen Bewegungen entlang der Tangentialvektoren wird die Manigfal-
tigkeit Mg nicht verlassen.

Beispiel Kugeloberflache: die Tangentialvektoren spannen eine lokale Tangentalebe-
ne auf.

Die Tangentialvektoren sollen linear unabhéngig sein: Die 3N x K Matrix mit Ele-
menten 0z;(---)/0g, mufl Rang K haben.

Normalvektoren:

a A 7t
Notan, -+ axit) = Lzl (84)

Tangential- und Normalvektoren stehen senkrecht aufeinander

o 0 oz;
M'ZL:Z/\/E,i(Qh”‘a(JKSt)Zm(QM”"QK;t) :ng(@gq(q)

_ Oflx(q) _

_ o _0 (8.5)

8 23.05.03

wegen fy(z(q)) = 0. Dabei sind die N und 7,, als Vektoren im 3N-dimensionalen
Raum zu verstehen.

Die Normalvektoren sollen linear unabhédngig sein: Die L x 3N Matrix mit
Elementen Ofy(---)/0x; mufl Rang L haben.
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Man hat also K Tangentialvektoren und L Normalvektoren mit K + L = 3N. Diese
Vektoren bilden zusammen eine vollsténdige Basis. Normal- und Tangentialvektoren
sind im allgemeinen nicht auf 1 normiert. Die Tangentialvektoren miissen unterein-
ander nicht orthogonal sein, ebensowenig wie die Normalvektoren. Wichtig ist nur,
dafl (8.5) gilt.
Zwangskrafte:

Newtonsche Bewegungsgleichungen:

Beachte: 3N Gleichungen, aufgrund der Zwangsbedingungen existieren aber nur K
unabhéngige Feiheitsgrade. Aufgabe: Herleitung von K unabhéngigen Bewegungs-
gleichungen.

Wir beschrinken uns zunéchst auf skleronome (zeitunabhéngige) Zwangsbeding-
ungen.

Aufteilung der Kréfte in Tangential- und Normalkréfte (ﬁ ={F, -, Fn}):

F=Fr+Fy sodaB Fr-Ny=0 und Fy-7,=0 (8.7)
Geschwindigkeiten:
b= Y ) g, (8.8)
n qTL n

Arbeit, siehe (3.7):
A=0.F=0¢-F; ud 7 Fy=0 (8.9)

Die Zwangskrifte tragen nicht zur Arbeit bei.
d’Alembertsches Prinzip:

K Bewegungsgleichungen firn=1--- K:

Z {mz% - Fz},];m = Z {mzxz - FZT}'];” =0 (8.10)

K3 K3

In diesen Bewegungsgleichungen treten die Zwangskréifte nicht mehr auf
(d’Alembertsches Prinzip, in diesem Zusammenhang werden die Tangential-

vektoren auch als virtuelle Verriickungen 7, ; = (5:5'2(") bezeichnet).

Das Ziel ist noch nicht erreicht, da die Tangentialkomponenten der Beschleunig-
ungen, und nicht die Zeitableitungen der generalisierten Koordinaten explizit
auftreten.

Verallgemeinerte Kréfte:

Qn(t) = ZFZTZU = Fr- 'j;z Zmzxz Thi=Qn (8.11)
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Verallgemeinerte Geschwindigkeiten: ¢,

d 83:1 . &ri
&xi(% (t) ) QK Z " 61&

n

xTr; =

. 8:1:1 o .
=2 Toidn+ 5 = vildi - arci g;t)| (8.12)

a=q(t); 4=q(t)

wobei die verallgemeinerten Koordinaten ¢, und die verallgemeinerten Geschwindig-
keiten ¢, hier als unabhingige Variable angesehen werden.

Damit ist: 9 5

vV; xX;

L =T, = - 8.13
¢y, T Oqn (8.13)

Die linke Seite der Bewegungsgleichung (8.11) ist

Zmz x; 7, n,i Zmz 4 n,i = i(Zmz (% 7;1) - Zmzvzi%z (8-14)

Die Tangentialvektoren hingen im allgemeinen vom gewihlten Ort ({g,}) ab, der
selbst iiber die Bewegungsgleichungen von der Zeit abhéngt. Die totale Zeitableitung
ist

jtﬂ,i(%(t), i (D)t) = C(lit 8xi(Q1(tgq-n.(.t’)qK(t);t>

2,.. 2 C e (et
:Zaa €T, . 8 X; avz(Qla y 4K 41, QKat) (815)

Qnan aqnat 8(]”

q=q(t); §=q(t)
Damit erhélt man fur (8.14):
Zmle m:dt<2mlvz g ) Zmlvl (8.16)

und mit Hilfe der kinetischen Energie
:%Zmivf:T(Q17"‘7QK36}17"' qrc; 1) (8.17)

bekommt man die gewiinschten Bewegungsgleichungen fiir die generalisierten Koor-
dinaten, die

Lagrangegleichungen 1. Art:

d o 0T
- = q

9 27.05.03
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Lagrangefunktion und Lagrangegleichungen:

Konservative Krifte:

8‘/(1‘1, e 7I3N)

E:_ axl Qn:_zl:

ox; 0q,  0Oqy

(8.19)

Lagrangefunktion fiir konservative Kréfte:

L(qu, 5 qx;qus 5 gy t) = Tqu, -+, qies quy -+ 5 G ) — Vg, -+, qxe; t) - (8.20)

Lagrangegleichungen 2. Art:

d oL oL
B, 21
i 9, O (8.21)

Gilt auch fiir geschwindigkeitsabhiingige Kriifte, falls ein Potential U(q, q) existiert,

so daf3
ou d oU

O =g, oa,
Elektromagnetische Kréfte:

mit L=T-U (8.22)

Teilchen mit Ladung e in einem elektrischen Feld E und einem magnetischen Feld
B mit

E=—grad®=-V® B=rotA=V x A (8.23)
Potential:
U=e®—-2A-7 (8.24)
Mit V(A7) — (7-V)A=7x (V x A)
. - 194 1. -
F=el-Vvo--2" 1 "ixB 2
e{ \% Cat—i—cvx } (8.25)
(Elektrostatisches Feld; induziertes elektrisches Feld; Lorentz-Kraft)
Reibungskréfte:
F™ = —ali"a; (8.26)
Gleitende Reibung fester Korper (empirisch):  n=0
Viskose Reibung (kleine Reynoldszahlen): n=1
Luftreibung (grofie Reynoldszahlen): n=2
Dissipationsfunktion (¢ — v)
R(q) = g 0" (8.27)
Lagrangegleichungen mit Dissipationsfunktion:
d 0L 0L OR
— =0 (8.28)

& 05, 0an 04
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Zwangskrifte:

Die Lagrangegleichungen enthalten nur die Tangentialkréfte, also keine Kréfte, die
aufgrund der Zwangsbedingungen auftreten. Dies sind z.B. Kréfte, die auf eine Schie-
ne ausgeiibt werden. Trotzdem kann es wichtig sein, auch diese Kréfte zu kennen.

Wir beschrinken uns auf die Untersuchung holonomer, skleronomer Zwangsbe-
dingungen z; = z;(q1, -, qx), und nehmen an, dafl alle Massen gleich sind m; = m.

Newtonsche Bewegungsgleichung:

Kraft F ; Zwangskraft aufgrund von Zwangsbedingung Fy
mi; = F;+ F? (8.29)

. a i . . . . 62
xizzaiQn:Z%,iQn fﬂizzﬂyiqnjngqng

n n

L Gndm (830
dm ( )

Projektion auf Normalenraum:

my EiNgg=mY Ty dndm = Ke+ Kf (8.31)
mit
K=Y F,Np; K7 =Y F/ Ny, (8.32)
und o7 52
L= 2t Ny = — Ny 8.33
= 2 g N = 2 54,00, (5:3)
Die Grofen Ff;m = Fﬁ,m (q1,- -, qr) sind sogenannte Koeffizienten des Zusammen-

hangs und sind Eigenschaften der durch die Zwangsbedingungen definierten Manig-
faltigkeit. Sie geben an, wie sich ein Tangentialvektor &ndert, wenn man sich entlang
der Manigfaltigkeit bewegt. Diese Anderung hat im allgemeinen Komponenten so-
wohl im Tangentialraum, wie auch im Normalenraum, letztere sind durch die Ff;m
beschrieben.

Die Zwangskrifte, speziell die Krifte aufgrund der Zwangsbedingungen, sind durch
(8.31) gegeben. Es ist zu beachten, daf sie fiir die hier betrachteten skleronomen
Zwangsbedingungen quadratisch von den Geschwindigkeiten ¢,,, aber nicht von den
Beschleunigungen ¢, abhingen.

Scheinkrifte in einem beschleunigten Bezugssystem:
Zo: Kartesische Koordinaten in einem Inertialsystem

do: Kartesische Koordinaten in einem beschleunigten Bezugssystem

Transformation:
to = 2a(@ 1) = 3 Aas(t) (g5 + bs(0)) (8:34)
mit g
> Aaq(t) Apy(t) =D Asalt) Ays(t) = dag (8.35)
i Y
und Rotationsgeschwindigkeitstensor €()
Aap(t) = 3 Aary (1) . 5(1) Qalt) = = p(t) (8.36)
Y
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Geschwindigkeiten:

Vald, 4,t) Aap(t) (45 +Da(1)) + ZB; Aap(t) (g5 +bs(1))

)
)

(1)
Aap(®) {45+ bs(t) + 3 Q1) (a5 +0,(8) ) (8:37)

2
B
2
B
Lagrangefunktion (mit (8.35)):

L= 3m 3 o+ Bo(t) + 32 00005 + 15(0) Vv (s39)

Lagrangegleichungen (8.21):

m o = —mba(t) = > Qo p(t) (g5 + bs(t))

B
—2m %; Qo p(t) (45 + bs(t)) +m ﬁz Qo ()24 (t) (g5 + Ds(t))
)
_aiqa V() (8.39)

Die auf der rechten Seite auftretenden Scheinkrifte (1. Zeile) haben ihre Ursache in

einer Beschleunigung des Ursprungs (b,(t)) und ungleichméBiger Rotation (£, 5(1)),
die weiteren Beitrdge (2. Zeile) sind Corioliskraft und Zentrifugalkraft.

10 30.05.03

Variationsrechnung, Hamiltonsches Prinzip:

Extremalprinzipien und Variationsrechnungen sind eines der wichtigsten Hilfsmittel
der theoretischen Physik. Viele Theorien, Quantenmechanik, klassische und quanten-
mechanische Feldtheorien, Relativitatstheorie, Warmelehre und statistische Physik,
lassen sich als Extremalprinzipien formulieren.

Grundlagen der Variationsrechnung:

Betrachte stetig differenzierbare Funktionen y(x) in einem Bereich zg < z <
mit y(zg) = yo und y(x;) = y;. Als Funktional I(y) bezeichnet man eine Zahl,
deren Wert von der gewihlten Funktion y(x) abhingt, speziell

)= [ drP(ye)y/@re)  owit @) =4 (8.40)
(Verallgemeinerungen auf mehrere Funktionen und mehrerer Variable sind ohne wei-
teres moglich)

Es sei y(x) =7(x) + en(z) mit n(zg) = n(z1) = 0. Als Variation 61(7) bezeichnet
man

. - - dl(y + €
1) = lim {17 + en) — 1(7)} =« LLE) (s.41)
e=0
T F / F /
:e/ dm{a (ay,y) o) + 2 éy,ly) dz(fc)}
z0 Y ly=g)v=v() Y ly=g@yiy=v@




Im zweiten Term des Integrals kann man partiell integrieren, wobei wegen n(xg) =
n(x1) = 0 keine Beitréige von den Integrationsgrenzen auftreten:

7 —e/ don(z) d 2EWY) 4 OFy.y) (8.42)
%y de  dy (=) /=7 (@)

Die Forderung (Extremalprinzip), da 161(y) = 0 fiir beliebige n(z) sein soll, liefert
die sogenannte Eulerschen Differentialgleichung der Variationsrechnung

OF(y,y)  d 0F(y.y)
dy Cdz oy’
Anmerkung: Bei der partiellen Differentiation ist ¢’ als unabhéngige Variable be-
trachtet, bei der totalen Ableitung d /dx--- ist ¥’ = dy(x)/dx.

Falls F(y,y’) nicht explizit von x abhéngt kann man (8.43) umformen. Dazu be-
trachte

=0 (8.43)

d / OF(y,y') | ,0F(y,y)
—F —
Ewy) =y o +y oy
, d OF(y,y') . ,0F(y,y) d ([ ,0F(y,y)
Yz oy’ Ty oy’ dz \Y oy’ (844)
Daraus folgt
OF (y,y')
F = 4
(v,v) —y oy (8.45)

Hamiltonschers Prinzip:

Vergleich mit Lagrangegleichung (8.21):
v—t y@) —at)  Flyy)— Lla, - e q, - at)  I(g): Wirkung

t1
I(ty, tosqus -, qK) = ) dt L(qr, -+, qk; g1, -+ -5 4k t) (8.46)
0

5I(t17t0;ql7"'7QK) =0 (847)

Eichfreiheit:
L(q, q,t) ist nicht eindeutig: Es sei

d OM(q,t) . OM(q,t)
M@ =La a0+ =5 =t~ (8.48)

L(g,4,t) = L(gq, 4, 1) +
dann ist
01(t1,to; q) = 0I(ty, to; q) + 5M(Q(t1)7t1) - 5M(Q(t0)7 to) =0l(t1,to;q)  (8.49)

wegen 0¢,(t1) = 0¢n(to) = 0. Damit miissen die aus L und L hergeleiteten Bewe-
gungsgleichungen identisch sein.

Beispiel: Potentiale fiir elektromagnetische Kréfte (8.23): M — e ¥(7,t)

U—ed—cA.7 eimze{¢+§}—eﬁ.{iﬁ—ﬁf} (8.50)
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Dies gestattet es beispielsweise V- A=divA beliebig festzulegen.
Mit (8.22) und (8.25)

. . d
F=-VU+-Y,
VU—i—dtVU
104 1., = S0V oS | o d
:e{—VCI)—C&+CUXB—Vt—V(U V)\I/‘i‘dtv\ll}
- 104 1. =
—6{—V(I)—Cat+CUXB} (851)

Damit héngt die elektromagnetische Kraft nicht von der Eichung ab.

11 3.06.03
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9 Hamiltonformalismus

Der Hamiltonformalismus stellt eine alternative Formulierung der klassischen Mecha-
nik dar. Hier werden verallgemeinerte Orts- und Impulskoordinaten als unabhéngige
Variable verwendet. Die resultierenden Bewegungsgleichungen sind Differentialglei-
chungen erster Ordnung, Im Vergleich zu den Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung in der Lagrangetheorie, allerdings fiir den doppelten Satz von Variablen. Der
Hamiltonformalismus erlaubt eine angemessene Behandlung von Symmetrien und
Erhaltungsgréfen. Er stellt auch die Grundlage der Heisenbergschen Formulierung
der Quantenmechanik dar.

Kanonische Impulse:
Es existiere eine Lagrangefunktion L(q;¢;t) mit ¢ = (¢1, -+, qx); ¢=(q1, -, qK)-

Kanonische Impulse:
OL(q; ;1 .
Pn = (g. L Pu(€; G5 t) (9.1)
dn

Beispiel: L = %Zi mz? —Vix,t):  p;=m;.
Beispiel: Teilchen in einem elektromagnetischen Feld

L=gmY &) —e®(d) — £ Aa(@)ia Do = Mg — S Aa(T)  (9.2)

Im allgemeinen p; # m;x;.

Lagrangegeleichung:

5 = 4oL gt _ OLg 1)
oAt 9g Dqn
Anmerkung: Hier sind ¢, und ¢, als unabhéngige Variable anzusehen. Es ist eine
Formulierung gesucht, in der die verallgemeinerten Impulse unabhingige Variable
sind und ¢, = ¢.(p; ¢; t).
Gesucht H(p;q;t) so daB

(9.3)

b = _ OH(p;g;t)
" 94y
Das Vorzeichen ist Konvention. Die partielle Differentiation ist bei festen Impulsen
p zu verstehen.

(9.4)

Legendre Transformation:

Legendre Transformationen sind ein allgemeines Verfahren zum Wechsel von
abhéngigen und unabhéngigen Variablen. Sie werden auch in der Thermodynamik
und Statistischen Physik intensiv genutzt.

Gesucht ist F(p;q;t) so dafl
H(piqit) = —L(g; 4(pg;t)it) + F(pi gs t) (9.5)
und (siehe (9.3) und (9.4))

_OH(pigit) _ 9L(¢; §;1)
I I

q=q(p;q;t)
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_OH(p;qit)| _ OL(g;q:t)|  OF(pig;t)
an » aQn q aQn p
OL(q; ;1) | O¢m(p:q;t)
+> .
w OGm |, Oan |,
OL(q; §;t) OF (p; ¢;t) Y DG (p; ¢; 1)
aQn é @Qn D m 8qn p
(9.6) ist erfiillt fiir
F(p;q;t) = pm @m(p; g5 1) + c(p; 1) (9.8)
Hamiltonfunktion:
Fiir ¢(p;t) = 0:
H(p;q;t) = P @5 ;) — L(g; ¢(p; g; )3 t) (9.9)
Mit (9.3)
OH (p; q; t) _OL(g;¢:t) | 9dgm(piqst) .
VS SR = dm(mq:t)  (9.10
. m(p;q;t +Z 90 o dm(p;q;t)  (9.10)

Hamiltonsche (kanonische) Bewegungsgleichungen:
Mit (9.4) und (9.10)

0H (p; q;t) . OH (p; ¢; 1)
= DG = — o) 11
q . p 0. (9.11)
Zeitabhéangigkeit von H (mit (9.9)):
d OH OH . 8H _ 0H(p;q;t) 0L(q; q;t)
—H — - P = = — 12

Falls keine explizite Zeitabhéngigkeit in L oder H vorhanden ist, ist A Erhaltungs-
grofie (Energie)

d
—H =0 9.13
CH(pia) (913
Lagrangefunktion, entwickelt nach Potenzen von g:
L(g; ¢:t) = T(q; 5t) = V(gst) — Ula: ¢:1) (9.14)

dabei wurde das verallgemeinerte Potential in einen nur von ¢ abhéngigen Teil V(g; t)
und einen Rest U(q; ¢;t) der linear von ¢ abhéngt, also

T(g;4;t) = > T q; 1) qndim Ulg; g;t ZUm (9.15)

n,m

Damit wird (9.9) mit (9.1)
H=T+V=E (9.16)

32



Dies ist die Energie, (3.14). Beachte: der linear von ¢ abhingige Teil des verallge-
meinerten Potentials trégt mcht zur Energie bei. Dieser Teil ist beispielsweise fiir
die Lorentzkraft (8.25), Fr,=¢<0xB zustiandig. Diese tragt aber wegen v - Fr,=0
nicht zur Arbeit (3.7) bei.

Bewegungsgleichungen fiir Observable:

Als Observable A = A(p;q) bezeichnet man eine beobachtbare Grofe, die ei-
ne Funktion von Orts- und Impulskoordinaten ist, beispielsweise den Drehimpuls
L = 7 x p. Die zeitliche Entwicklung ist mit (9.11)

d 0A 0A 0A OH 0A OH
S4= il Tl G _
dt Z’n: {3% n Opn pn} 2 {8qn Opn  Opn Ogn

Poisson-Klammern:

{A,B}:;{aA 0B 0A aB}:_{Bﬂ} 018

¢, Op,  Opy, Ogy

} ={A,H}  (9.17)

Speziell mit (9.11):
Anmerkung: Ersetzt man die Observablen und die Hamiltonfunktion durch ent-

sprechende Operatoren (Matrizen) und die Poissonklammern durch Vertausch-
ungsrelationen, erhélt man die Heisenbergsche Formulierung der Quantenmechanik.

Hamiltonsches Prinzip:

Auch die kanonischen Bewegungsgleichungen lassen sich aus einem Extremalprinzip
herleiten. Dazu betrachtet man das Funktional (Wirkung)

I(p;q) = /: dt { anén — H(pq; t)}

- / dt { =X qubn =~ Hpiait) + 3 jt(ann)} (9.20)

Die Bedingung
0I(piq) =0  mit 6gn(to) = 6gn(tr) =0 (9.21)
liefert die kanonischen Gleichungen (9.11).

Auch hier kann man zu H Funktionen addieren, die durch totale Zeitableitungen
gegeben sind, also

d
H(p;q;t) — H(p;q;t) + @S(p;q;t) (9.22)
mit
dS(p(to); q(to); to) = 0S(p(t1); q(t1);t1) =0 (9.23)
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Beispiel: Bewegung in einem Zentralpotential, Kugelkoordinaten:

x = rsin(d) cos(p) y = rsin(¥) sin(p) z = rcos()

& = 7sin(9) cos(p) + 0 cos(V)) cos(p) — ¢ rsin(¥) sin(p)
i = 7sin(¥) sin(p) + 0 r cos(9) sin(p) + ¢ sin(d) cos(p)
2 = fcos(9) — Jrsin(d)
Kinetische Energie:
T=3 m{?’”z + 20?4 1?2 sin(ﬁ)ngQ}
Impulse, mit L =7 — V(r) und (9.1)

)

Dr = M7 p,gzmr21§ p¢:mr2 sin(¥)°¢ = L,

wobei L, die z-Komponente des Drehimpulses ist.

Da H nicht von ¢ abhingt, gilt L, =0 (Drehimpulssatz).
Bewegung in z-y-Ebene:

v=21r sin() =1

2

=gl By
 2m pr+T2 + (T)

Bewegungsgleichung fiir r

L2
= %pr 2.97” = szrg - V,<T)
Bewegungsgleichung fiir ¢:
. OH L, 5. L,
¥ = r Y=

oL, T 2mr2 - 2m

Die zweite Gleichung ist der Flichensatz (2. Keplersches Gesetz, (5.15)).
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10 Kanonische Transformationen

Die Existenz von Symmetrien und Erhaltungsgréfien ist entscheidend fiir die Losbar-
keit eines mechanischen Problems, wie spater gezeigt wird. Hangt die Hamiltonfunk-
tion von einer Ortsvariablen ¢, nicht ab, ist der zugehorige Impuls eine Erhaltungs-
grofe, (9.11). Im Allgemeinen ist dies aber nicht der Fall, auch wenn erhaltungs-
groflen existieren. Durch Wahl geeigneter verallgemeinerter Koordinaten kann man
jedoch versuchen dies zu erreichen. Zum Beispiel enthélt die Hamiltonfunktion fiir
die Bewegung eines Teilchens in einem Zentralpotential, formuliert in kartesischen
Koordinaten, alle Ortsvariablen {¢} = (z, v, z), Formuliert in Polarkoordinaten aber
nur noch r. Dementsprechend ist der Drehimpuls eine Erhaltungsgrofe.

In der Lagrangeformulierung ist die Einfhrung verallgemeinerter Koordinaten ) =
Q(q,1t) kein Problem. In der Hamiltonformulierung hat man jedoch die Moglichkeit
verallgemeinerte Orts- und Impulsvariable P = P(p;¢;t) und @ = Q(p;¢;t) zu
wéhlen, wobei jedoch Einschrnkungen existieren, wie gezeigt wird.

Gegeben sei H = H(p;q;t) als Funktion der urspriinglichen Impulse und Koordi-
naten p, und ¢,. Gesucht sind neue Impulse und Koordinaten

P, = P(p;q;t) Q= Qi(p;g;t) (10.1)

und eine neue Hamiltonfunktion
K =K(P;Q;t) (10.2)

so dafl auch in den neuen Variablen kanonische Gleichungen gelten

5 OK(P;Qst) . OK(P;Qit)
b= a0, Q1= P (10.3)
Keine explizite Zeitabhingigkeit:
Fir H=H(p;q), P=P(p;q) und Q=Q(p;q):
Energie:
E = H(p;q) = K(P(p; q); Q(p; q)) (10.4)
Mit (9.17)

=

n

aPl. aﬂ. B
" Opn 0qn  Ogn Opy,

(oo on o)

ZZ{ (anaPl _anc?B) N oK <8Pk8Pl 0P, 0]31)}

= —%{%{@k,ﬂ} gf,f {Pk,Pl}} (10.5)

und entsprechend

Q=- { 85 {Qr.Qi} + g]ii {Pkan}} (10.6)
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Andererseits soll (10.3) gelten: also

{Qk, Pl} = —{Pk, Ql} = Ok s {Qk, Ql} = {Pk;, Pl} =0 (10.7)

Verallgemeinerte Koordinaten, die diese Relationen erfiillen nennt man kanonische
Koordinaten.

Kanonische Invarianz der Poissonklammern:

Essei A= A(P;Q) und B = B(P;Q):

0A OB 0A 0B
{A’ B}pyq - ; {8%1 Ipn, - Opn aqﬂ}

0A 0B 0A 0B
= ; { a0 {le Ql}p,q + 7 71 {le Ql}p7q

0Qr 0Q oP, 0Q
0A OB 0A 0B
a0, o8 (9B, T o5, o P k’%}

0A 0B 0A GB}:{ ’B}RQ (10.8)

:E{a@lapfaaa@l

Damit kann die Poissonklammer in jedem System kanonischer Koordinaten ausge-
wertet werden.

Explizite Zeitabhingigkeit: Erzeugende Funktion

Die Poissonklammernrelationen (10.7) und (10.4) gelten nur falls keine explizite
Zeitabhangigkeit auftritt. Aulerdem stellt (10.7) nur eine Bedingung an die Wahl
der neuen Impulse P, und Koordinaten @); dar, aber keine explizite Vorschrift diese
zu konstruieren.

Behauptung: P, = P(p;¢;t) und Q; = Qi(p;¢;t) sind kanonische Variable falls

: : d
Y ol —H=) PQ-K+—F (10.9)
n 1

dt
gilt, wobei F = F(q,Q,t) eine beliebige stetig differenzierbare Funktion ist, die
sowohl die neuen Koordinaten, wie auch K = K (P; Q;t) festlegt. F wird erzeugende
Funktion genannt.

Setzt man

d or oF . oF
=S o o 10.10
il =25, +;aq,Ql+ ot (10.10)
in (10.9) ein, und beriicksichtigt man, daf dies fiir beliebige ¢, und Ql gelten soll,
erhélt man

or oF oF

0y, - —_p K=H+ — 10.11

oq, 00, = 1 o (10.11)
Dabei ist die erste Gleichung als implizite Gleichung fiir Q; = @Q;(p; ¢; t) aufzufassen,
die weiteren Gleichungen liefern dann P, = P(p;¢;t) und K = K(P;Q;1).
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Wir betrachten das Hamiltonsche Prinzip fiir (9.20) mit 0g,(¢1) = 0g,(to) = 0. Mit
(10.9) ist

o L folo-) {5

to I

+ §F(t) — 6F (to) +Z{Pl )0Qi(t1) — Pi(t)dQi(to) ) (10.12)

Beachtet man daf3

5F(t0,1) = Z ( 5Qn tO 1 Z tOI 5Ql tO 1)

n l

= —> Pi(to1)6Qu(tos) (10.13)
I

ist, wobei (10.11) und ¢, (to.1) = 0 genutzt wurde, sicht man dafl nur das Integral in
(10.11) iibrigbleibt, und damit die kanonischen Gleichungen in der neuen Variablen
mit der Hamiltonfunktion K (P;Q;t) erfiillt sein miissen.

Es bleibt noch zu zeigen, dafl die P, und @; die kanonischen Poissonklammer-
relationen erfiillen. Dazu untersucht man Bewegungsgleichungen vom typ (9.17),
allerdings unter Beriicksichtigung einer eventuellen expliziten Zeitabhéngigkeit fiir
P(p; q;t) und @Q;(p; ¢;t) und vergleicht das Resultat mit den kanonischen Gleichun-
gen in den neuen Variablen mit Hamiltonfunktion K (P;Q;t). Dies xeigt, dafi die
kanonische Poissonklammerrelationen erfiillt sind. Die Rechnung entspricht der in
(10.5) und (10.6).

Ausgangspunkt fiir diese Rechnung war eine erzeugende Funktion F = F(q; Q;t).
Es gibt aber weitere Moglichkeiten, die durch Legendretransformation aus dieser
hervorgehen, z.B.

oG oG

G(q; P;t) = F(q; Q;t) + ;PI@I oP

oder weitere Funktionen der alten und neuen Variablen.
13 10.06.03

Infinitesimale kanonische Transformationen:

Als Spezialfall untersuchen wir infinitesimale kanonische Transformationen, bei de-
nen sich alte und neue Variable nur infinitesimal unterscheiden. Derartige Transfor-
mationen werden wir spéter beispielsweise verwenden, um Zusammenhénge zwischen
Symmetrien und Erhaltungsgrofien aufzuzeigen (Noether Theorem).

Betrachte eine erzeugende Funktion vom Typ (10.14)
dg

G(¢; P) =>_ quPr+eg(P;q) pnszLe% Qn = Gn

dg
oP,

(10.15)

Fiir € — 0 kann man die neuen Koordinaten durch die alten ausdriicken und erhélt

mit g = g(p; q) 5 5
g g
"= n P,=p, —e—= 10.16
Q Gn + € . P € 0 ( )
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Damit transformiert sich eine beliebige Funktion (Observable) wie

A(pig) = Alpig) + e{ A 0), 913 0) | (10.17)

Speziell fir g(p;q) = H(p;q;t) und e = dt sieht man, dafl die Hamiltonfunktion als
Erzeugende zeitlichen Entwicklung aufgefafit werden kann. Dies ist Ausgangspunkt
der Hamilton-Jacobi-Theorie, die wir aber im Rahmen der Vorlesung nicht weiter
untersuchen werden.

Punkttransformationen:

In der Lagrangeschen Mechanik wurden nur sogenannte Punkttransformationen be-
trachtet, also Transformationen der Art

Q= Qug;t) (10.18)
Als Erzeugende konstruiert man G(q; P;t) aus (10.14)

A dG(q; P;t)

Qi(g;t) = b, mit  G(g; Pit) =Y Q (10.19)

und damit ist

. .
Pn=D 9g:t) P, P=Y (E)Q> DPn (10.20)
n In

T~ O
und
0Q

K = H+ZPlat

(10.21)
Fluf3 im Phasenraum, Liouvillescher Satz:

Die Losung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen kann als Bewegung eines
Punktes im Phasenraum interpretiert werden. Der Phasenraum, auch I'-Raum ge-
nannt, ist fiir ein System mit K Freiheitsgraden ein 2/ -dimensionaler Raum mit
Koordinaten (p1,---,pKk,q1, -, qK). Die Bewegung wird also durch eine Trajektorie

Fo(t) = (m(®), - o), a1 (8), -, ax (1)) = (p(t); () (10.22)

dargestellt. Die Geschwindigkeit des Punktes ist

() = Zp(t) = (ua(t), - urc(t), v (t), -, vic (1))

( oH 0OH OH oH )

Pt 10.23
g dqr’ Om Opk ( )

Betrachtet man Punkte mit verschiedenen Anfangsbedingungen, kann man o als
Geschwindigkeitsfeld im ['-Raum auffassen. Dieses Feld entspricht einer inkompres-
siblen Stromung, also

2H H

m 0pn0q,  0¢n,0p,
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Es mag angebracht sein, alle Systeme mit Anfangsbedingungen in einem Volumen
Vr(to) zusammen zu betrachten, beispielsweise wenn die Anfangsbedingungen nur
mit begrenzter Genauigkeit bekannt sind, oder wenn man einen Teilchenstrahl mit
einem gewissen Querschnitt und einer Winkeldivergenz betrachten will.

Das Volumen Vr(ty) sei durch eine geschlossene Fliche

Sr(tp) im I'-Raum begrenzt. Das betrachtete Volumen und 4P
seine Begrenzung stromt mit dem Geschwindigkeitsteld @r.
Damit ist die Anderung des Volumens v
T
d 2K -1 —
SVR(t) = [ s @
dt r(t) Sr(t) e \nr
= [ &g Divpdyr =0 (10.25) J

Wr(t)

Dies ist der Liouvillesche Satz, er besagt, daf sich die Grofle eines Teilvolumens im
Phasenraum aufgrund der Bewegung nicht éndert. Diese Aussage gilt fiir jeden Satz
kanonischer Variable.

Es sei pr(Zr,t)AVr(t) die Wahrscheinlichkeit, da8 sich ein betrachtetes System
zur Zeit t in einem Phasenraumvolumen AVp(t) in der Néhe von Zp(t) befindet.
Diese Wahrscheinlichkeit dndert sich nicht, wenn das betrachtete Volumen AV in
der Stromung mit schwimmt, also wenn (10.25) gilt. Die Grofle pr(Zr,t) ist eine
Wahrscheinlichkeitsdichte im I'-Raum, fiir die dann

d 0

Pt = o pe(Fe,t) + {pr (@, 1), H(t) } = 0 (10.26)
gilt. Diese ”Liouville Gleichung” ist eine der grundlegenden Gleichungen der
statistischen Physik.

Anmerkung:

Der Liouvillesche Satz besagt, dal das Volumen
AVr  eines Bereichs im I'-Raum unter der Dy-
namik erhalten bleibt, nicht jedoch z.B. dessen
groffte  lineare Ausdehnung. Ein exponentiell
rasches Anwachsen der grofiten linearen Ausdehn-
ung ist ein Charakteristikum chaotischer Systeme,
wie spéater diskutiert wird.

Beispiel
Leuchtdichte: Intensitat (Flul) pro Fliache
und Raumwinkel: N
At ==
B = 10.2 =

Mit Af = Az? und AQ ~ Ap?/p*:
By = By: Die Leuchtdichte ist erhalten. Dies ist wichtig fiir optische Geriite,

Teilchenquellen e.t.c.
14 13.06.03

39



11 Erhaltungsgrofien, integrable Systeme

Erhaltungsgrofien sind Observable, deren Wert sich zeitlich nicht &ndert, wobei hier
eine Hamiltonsche Dynamik vorausgesetzt sei. Erhaltungsgrofien sind nicht nur wich-
tig um explizite Losungen der Bewegungsgleichungen zu finden, es stellt sich heraus,
dafl sogenannte integrable Systeme, also Systeme mit hinreichend vielen Erhaltungs-
groflen ein qualitativ verschiedenes Verhalten von nichtintegrablen oder chaotischen
Systemen haben kénnen. Die wichtigsten Erhaltungsgrofien, Energie, Gesamtimpuls,
Drehimpuls, wurden bereits diskutiert. Hier geht es einmal um das Auffinden von
ErhaltungsgroBen (Noether Theorem) und um die Losung der kanonischen Bewe-
gungsgleichungen falls Erhaltungsgrofien vorliegen.

Emmy Noether-Theorem:

Wir betrachten infinitesimale Transformationen, wie in (10.16) angegeben. Falls eine
Erzeugende ¢(p;q) gefunden werden kann, die die Hamiltonfunktion invariant 148t,
ist g(p;q) eine Erhaltungsgrofie. Es sei also

H(p—e3%q+€52)) = H(p;q) + O(”) (11.1)
dann ist mit (10.17) und (9.17)
d
9= {9.H} =0 (11.2)

Damit ist g(p; q) eine Erhaltungsgroe. Dabei wurde vorausgesetzt, dafl g(p; ¢) nicht
explizit zeitabhdngig ist, H(p;q;t) kann aber von der Zeit abhéingen, solange nur
(11.1) erfiillt ist.

Translationsinvarianz:

Kartesische Koordinaten

g(p; 1:) = Z QoPio Tia = Tia + €aq Pi,a — Pia (113)

Transformation: Infinitesimale homogene Translation in Richtung a. Falls H
invariant ist gegeniiber Translationen in Richtung a, ist der Gesamtimpuls in
Richtung a erhalten.

Rotationsinvarianz:

gpi2) =Y FLi= S GFxp| T - Fbe@xT P — Fitedxp  (11.4)

Transformation: Infinitesimale Rotation um eine Achse in Richtung von . Falls
H invariant ist gegeniiber Rotationen um eine Achse in Richtung von ¢, ist der
Gesamtdrehimpuls in Richtung von ¢ erhalten. (Bei der Rechnung zu (11.4) wurde
die zyklische Invarianz des Spatprodukts @-[b x @ = b- [¢ x @] ausgenutzt.)

Zeitliche Translationsinvarianz:

Fiir nicht explizit zeitabhédngige Hamiltonfunktion:

Energiesatz.

40



Erhaltungsgrofien als kanonische Impulse:

Gelingt es eine kanonische Transformation so zu finden, dafl Erhaltungsgréfien kano-
nische Impulse werde, kann man diese durch ihre Anfangswerte ersetzen. Auflerdem
héngt dann die Hamiltonfunktion nicht mehr von den zugehorigen Ortsvariablen ab.
Solche Variable nennt man zyklisch.

Beispiel: Drehimpuls

Fiir ein Teilchen in einem Zentralpotential ist der Drehimpuls eine Erhaltungsgrofie.

H = &p + V(r) r= a2 g2+ 22 (11.6)

Drehimpuls
Ly = yp. — 2py Ly = 2ps — xp. L, =zxpy — yp: (11.7)
Poissonklammerrelationen
{Le, HY = (pyp: — popy) + 52 (y2 — 29) = 0
{L,,H} =0 {L,,H}=0 (11.8)

{LI7 Ly} - {(ypz - Zpy)> (pr - xpz)}

8(ypz - Zpy) a(zpa: - «sz) . a(ypz - Zpy) 8(22995 - xpz)
82 apz apz 82

= (pry - ypx) = Lz
(L, L.} = L, (L L)} =1L, (11.9)

Fiir kanonische Impulse mufl {Py, F;} = 0 gelten, also kann nur eine Komponente
des Drehimpulses zu als kanonischer Impuls verwendet werden, obwohl alle Kompo-
nenten Erhaltungsgréfien sind.

Quadrat des Drehimpulses
=L+ L+ L7 (11.10)

Mit {AB,C} = A{B,C}+{A,C}B findet man
{L,,L*}={L,, L*}={L.,L*} =0 {L* H} =0 (11.11)

Damit konnen beispielsweise H, L? und L, gleichzeitig als kanonische Impulse
eingesetzt werden.

Erhaltungsgréfien als kanonische Impulse:

Ergaltungdgrofen F --- Fi sodal {Fy, [} =0 firallek,l=1---K
Kanonische Transformation so da P, = F; firl=1---K.

Aus Anfangswerten: F; = f; damit

Damit ist ein System mit nur noch K — K Freiheitsgraden zu lésen.
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Integrable Systeme

Ein Integrables System ist ein System mit K = K Erhaltungsgréfien, deren Pois-
sonklammerrelationen verschwinden.

Beispiele:
Eindimensionale Bewegung mit zeitunabhéngigem H: K =1 H=F

Keplerproblem: Zweikorperproblem mit abstandsabhédngigem zeitunabhéngigen
Wechielwirkungspotential: K = 6. Erhaltungsgrofilen: FEnergie E, Gesamtim-
puls P, Relativer Drehimpuls L. und L?, also K = 6 Feiheitsgrade.

Systeme harmonischer Oszillatoren, schwingende Saite, elastische Festkorper (in har-
monischer Ndherung) - - -.

Bewegungsgleichungen fiir integrable Systeme:

Q= I g Q) = Qu0) +u(fy - f)t (1113)

Anfangsbedingungen: f--- fiz und Q1(0) - - - Q#(0).

Explizite Konstruktion der kanonischen Transformation

Gegeben sei ErhaltungsgroBe F(p;q). Einer der Impulse, z.B. p; soll durch P, =
F(p; q) ersetzt werden:

1) Auflésen von P; = F(p;q) nach
pl:p1<P17p27'"7pK>Q17"'7QK) (1114)
2) Erzeugende Funktion, (10.14)

aG(P17p27"'7pKJQI7"'7QK)
Iq

pl(P1>p2>"‘7pK7Q1>"',QK): (1115)

q
G(P17p27"'7pK7QI7”'7qK) = | dq/pl(P17p27"'7pK7q/7q27”'7QK) (1116)

a1
3) Neue Ortskoordinate

OG(Py,p2, -, pr, Q1"
Q1= P, agK = ) = Q1(p;q) (11.17)
1 P1=F(pq)
4) Neue Hamiltonfunktion:
K(Pi(p;q),p2, -+ i QiP5 @), 425+ - qxc) = H(p; q) (11.18)
Wegen
. 0K
Plzwzo K:K(flap%'”?pK;QQa'”qK) (1119)
1

Damit héangt K nur noch von den Variablen ps---pg, ¢i---qx und dem Anfangs-
wert f; ab. Statt p;,q; kann auch irgend ein anderes Paar p,,q, zugunsten von
F' eliminiert werden. Falls weitere Erhaltungsgrofien existieren, ist die Prozedur zu
wiederholen.
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Harmonischer Oszillator:

H=1p+20°¢ =E (11.20)
1) p=p(E,q):
p= \/Zm(E — 202?) = mwy/ 25 — ¢ (11.21)

Es ist etwas einfacher 2) und 3) in vertauschter Reihenfolge durch zu fiihren:

0Q G op 1 1

2Q _ ot 1 11.22
d¢  O0q0E OE w [2£ _ 2 ( )
Neue Ortskoordinate:
1 2F
Q) = —arc sin<q> mit  a= 5 (11.23)
w a mw
4) Neue Hamiltonfunktion:
K=E Q=1 Q=Qy+t (11.24)
Mit w Qy = ¢:
q(t) = a sin(p + wt) (11.25)
Das ist das bekannte Resultat fiir den harmonischen Oszillator.
(Ein neuer Weg eine Fliege zu erschlagen!?)
Mathematisches Pendel: o
: Koordinaten:
' qg= p=ml*¢ (11.26)
Hamiltonfunktion:
2
H=F= 572 + mgl(l — Cos(q)) (11.27)
Speziell fir mi* = mgl = 1: AP |
E>2

I I
| | I

H = 1p* 41— cos(q) (11.28) | E=2
|//i\\://jr =

Trajektorien im Phasenraum 7 0 m\\ﬁn q
| |
|

p= i\/2(E — 1+ cos(q)) (11.29)

Kanonische Transformation: Neuer Impuls: P=H = F
Erzeugende Funktion, (11.16), mit ¢y =0

G(q, FE) = /Oq d¢' p(d, F) = j:/oq dg \/Q(E -1+ Cos(q’))

— j:\/8_E/02q dzy/1 — Zsin(z)? = j:\/8_EEL<%q, \/%) (11.30)

wobei Fp (¢, k) das Legendresche Normalintegral zweiter Klasse ist.
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Die neue Ortsvariable ist

_ 0G(q,E) . OH
©= oF @= OE L (11.31) Glank)
Damit ist ¢ = t(q,0) gleich der Zeit, die das Pendel I
gebraucht hat um von ¢ = 0 bis ¢ zu gelangen. af
E < 2: Umkehrpunkte ¢y = +arc cos(l — F). A
Schwingungsperiode:
0 . . .
8G<q0’ E) 27T 0 1 2 3 E 4
=4 — = — 11.32 ' ' '
T oFE w ( )
E > 2: Periodq o = Em
Zeit fiir einen Uberschlag:
oG(m,E) 27
=2——2 = — 11.
T 5B - (11.33)

Fir £ — 0: w— 1 (Harmonischer Oszillator)

1
Fir F—27: Mit E=2—¢ G(q,E) — 4+ 5¢ln(2¢) und w — “2(7;)’
n(2e

Fiir B — 2% Mit E=2+e G(q,E) — 4 — eln(2e) undWH“nE;EN

Fir F — oco: G(m, E) - 7v2E und w — v2E (Freier Rotator).

Flufl im I'-Raum:

Ein Integrables System ist durch die Anfangswerte der erhaltenen Impulse P, = f;
charakterisiert. Diese bestimmen auch die Geschwindigkeiten v;(f;--- fz), (11.13).

Betrachten wir ein kleines Volumen

AVE(0) = [[ AL AQI(0) = AVR(H) = [[ AL AQI(1) (11.34)
l l

wobei der Liouville-Satz beriicksichtigt wurde. Nimmt man an, dal AVp(0) die
Form eines Hyperwiirfels im I'-Raum hat, deformiert sich dieser in ein Hyperpar-
allelepiped im I'-Raum. In Richtung der Impulse tritt keine Verformung ein, da
diese, und damit auch die A f;, zeitlich konstant sind. Aufgrund der f;-Abhéngigkeit
der Geschwindigkeiten v;(f; - -+ fx) bewegen sich die Punkte in Vi nicht mehr mit
gleichméBiger Geschwindigkeit, und das Volumen wird verformt. Da Q;(t) — Q;(0)
linear mit ¢t anwéchst, wichst auch die grofite lineare Ausdehnung des Volumens
lr(t) ~ t. Im Gegensatz dazu wichst, wie wir sehen werden, ¢p(¢) sehr viel schneller

all.
16 24.06.03
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12 Nichtintegrable Systeme, Chaos.

In Nichtintegrablen Systemen ist die Zahl der Erhaltungsgrofilen mit verschwin-
denden Poissonklammerrelationen K kleiner als die Zahl der Freiheitsgrade K (Frei-
heitsgrade sind hier als Zahl der unabhéingigen Orts- b.z.w. Impulskoordinaten
gezahlt. Manchmal wird auch 2K als Zahl der Freiheitsgrade bezeichnet).

Man kann wieder alle Erhaltungsgréfien zu kanonischen Impulsen machen und erhalt
eine Hamiltonfunktion fiir die verbleibenden K = K — K Impuls- und Ortskoordi-
naten, die die Anfangswerte der erhaltenen Gréflen als Parameter erhélt:

K:K(fb“'7f?7P?+17“'7PK;Q?+17"'7QK;t>' (121)

Periodisch angetriebener Rotator:

Als einfachstes Beispiel eines nichtintegrablen Systems betrachten wir zunéchst einen
periodisch angetriebenen Rotator, auf den eine zeitabhéngige Kraft

F(t) = fod_sin (p(n7))o(t — n7) (12.2)

einwirkt.

Die Hamiltonfunktion mit Ortskoordinate ¢ = ¢, Impuls p = ¢, Masse b.z.w.
Tragheitsmoment m = © = 1 sei

H =1+ fo > cos(p)d(t — nr) (12.3)

Da H explizit von der Zeit abhéngt, ist die Energie nicht mehr erhalten, und es
existieren keine weiteren Erhaltungsgrofien. Das System ist nichtintegrabel.

Impulsénderung aufgrund der Stéfe
nT+e
SO =10 Apu=tu =t = [ dtd() = fosin(en) (12.4)
mit ¢, = p(n7) und ¥, = P(nT +€).
Zwischen den Stoflen ist der Impuls erhalten.

Energiednderung aufgrund der Stofle fiir kleine fy:

AE, = §(tn+tn1) cos(gn) fo (12.5)
Zwischen den Stoflen ist die Energie erhalten.
Fir nt <t < (n+1)7 ist ¥(t) =, und @(t) = @, + nT.
Abbildung, Poincare-Schnitt:
Damit erhélt man die Abbildung:

Ont1 = (gpn + Twn) mod 27
¢n+1 = ¢n + fO Sin(@n-l—l) = ¢n + fO Sin(@n + T%) (12'6)

Diese Abbildung kann als kanonische Transformation der alten Variablen (¢n, gon)

auf die neuen Variablen (1/1n+1, gan) aufgefat werden, da {vn1, Y01} = 1.
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In den folgenden Figuren ist jeweils ¢, als Win-
kel und 1, als Radius aufgetragen, i.e. x =

Un COS(%)7 y =1y Sin((pn)'

Zur Vereinfachung wéhlen wir 7 = 27.
Jo=0:

Das System ist integrabel.

n
Fiir rationale Werte von ¢ = — erhélt man ei-
m

ne m-periodische Bewegung, i.e. nach einer Zeit
t = mt ist der Ausgangspunkt wieder erreicht.
Fiir irrationale Werte von 9 erhilt man keine

periodische Bewegung und jeder Wert von ¢ bei
festem 1 wird erreicht.

fo # 0: Fixpunkte

pF = (go* + Tw*) mod 27 V=" + fosin(p* 4+ TYY) (12.7)
TY* = 2km mit ganzzahligem & und ¢* =0 oder ¢* = (12.8)
Entwicklung fiir kleine Abweichungen von einem Fixpunkt:
Linearisierte Abbildung:

. *=0
€ntl = €n + TNy Mna1 = M £ fo (en + Tnn) fiir { :z* _ (12.10)

Eigenwertgleichung: Mit f, = +fo:

€n\ n [ €Ex ex\ (1 T €
(nn>_;m (77A> A(TIA)_(szfsT) (m> 21

Nichttriviale Losung fiir
1—A T
Js 1+ fm—=A

||=0 M= (24 fr)A+1=0 (12.12)

A =1+Lfrty/fr(1+1fr) (12.13) v

Fir f, > 0 existieren zwei reelle Eigenwerte
Ay > 1 und A_ < 1. Der zugehorige Fix-
punkt ist instabil, i.e. kleine Abweichungen
wachsen exponentiell an.

Fir f, <0 existieren zwei konjugiert kom-
plexe Eigenwerte A\_ = A% mit |[A| = 1. Der @
zugehorige Fixpunkt ist stabil, kleine Abwei-
chungen wachsen nicht an.

Diese Uberlegungen lassen sich auf m-periodische Losungen iibertragen, indem man
die m-fach iterierte Abbildung betrachtet, in der diese Losungen als Fixpunkte
erscheinen. 17 27.06.03
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In den folgenden Abbildungen wird
gezeigt, wie sich eine Gruppe von
Punkten im Phasenraum unter der
Abbildung verhélt. Es wurden ca.
100000 Punkte auf einer Linie in der
Néhe des instabilen Fixpunktes p* = 1,
P* = 1 gestartet. Die Punkte wurden
so gewahlt, dafl der erste Punkt der n.
Iteration mit dem letzten Punkt der
(n + 1). Iteration iibereinstimmt.

Man erkennt, dal die Strecke, auf
der die Punkte liegen (farbkodiert,
jeweils zwischen aufeinanderfolgenden
schwarzen Marken) sich von Iteration
zu Iteration verldngert. Bei erneuter
Anndherung an den instabilen Fix-
punkt tritt zur Streckung eine Faltung
hinzu.

Mit fortschreitender Iteration (fort-
schreitender Zeit) wiederholt sich der
Prozess des Streckens und Faltens.

Allmahlich wird ein Teil des Phasen-
raums ausgefiillt.

Verschiedene  Startpunkte  koénnen
voneinander getrennte Bereiche
ausfiillen. Dabei treten chaotische

Bereiche mit unterschiedlicher Zahl
von "Lochern”,z.B m, auf. Sie sind
aus ungestorten periodischen trajek-
torien mit rationalen 1 entstanden.
Chaotische Bereiche mit kleinen m
sind breiter als solche mit grofleren
m. In nebenstehendem Beispiel sind
Bereiche mit m =1, m =2 und m = 3
gut sichtbar.

o

— -

,,?%/

instabiler Fixpunkt

500 Iterationen
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Mit wachsender Storung f, werden
die chaotischen Bereiche breiter und
verschmelzen mit vorher getrennten
Bereichen.

¢

Die tatséchlich durchlaufenen Trajektorien hingen extrem empfindlich von Anfangs-
bedingungen ab. Im gezeigten Bei-

v spiel wurden zwei Anfangsbeding-
ungen mit einem relativen Abstand
von 1077 gewihlt. Nach ca 100 Ite-

n  rationen sind die Trajektorien nicht

0 100 200 3 mehr korreliert.

Fir f, = 0.17 sind die chaotischen P ‘ i v '"
Bereiche um ganzzahlige Werte von ‘ v w
bereits verschmolzen, bei ¥ = 0.165 ; W{'ﬂ

waren sie noch getrennt. Gezeigt sind
drei Trajektorien mit fast identischen
Anfangsbedingungen. Die Trajektorien
bewegen sich iiber langere Zeiten (Ite-
rationen) hinweg nur im Bereich der
vorher noch getrennten chaotischen Be-
reiche, um dann relativ rasch zwischen
derartigen Bereichen zu springen.

Die hier gezeigten Phdnomene kénnen zum Teil im Rahmen der KAM-Theorie (Kol-
mogorow, Arnold, Moser 1955) verstanden werden.

Lyapunov Exponenten:

Betrachte eine ”Kugel” mit Radius Ar im Phasenraum: AVp(t = 0) = Cox (Ar)?K
Zur Zeit t und fiir Ar — 0: Ellipsoid mit Halbachsen
Aa,(t) mit n=1---2K.

Lyapunov-Exponenten \,,: &
Aay,(t) — eMAr (12.14) ( \
e

1. /Aay(t)
= lim lim -1 12.1
Ap = lim lim —In ( Ar ) (12.15) ,

Liouville-Satz: >

t—oo Ar—0 t

2K 5
AVr(t) = Cox [] Aan(t) = Cox eXnii Mt (Ar)2K = AV(0) = Core (Ar)2K (12.16)

n=1
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Damit ist

Integrable Systeme: A, =0 fiir alle n.
Chaotische Systeme: Mindestens ein A, > 0.

Backertransformation

0 (12.17)

18 1.07.03

Schematisch wird der Prozess des Streckens und Faltens |

durch die sogenannte Béckertransformation (Kneten von
Brotteig) beschrieben. Im gezeigten Beispiel wird pro Um-
lauf in z-Richtung um den Faktor 3 gedehnt, in y-Richtung
um den Faktor 3 gestaucht. Man erhélt also die Lyapuno-

vexponenten Ay = L In(3).

L
—

Saturnringe, Asteroiden, Beschleunigerringe:

Wir hatten gesehen, dafl m-periodische
Trajektorien mit kleinem m besonders
stark gestort werden. Betrachtet man
z.B. Teilchen, die im Gravitationsfeld
der Sonne oder eines Planeten mit
einer Frequenz w umlaufen, koénnen
diese durch andere Planeten oder Mon-
de periodisch, mit einer Frequenz o/,
gestort werden. Fiir rationale Verhalt-
nisse w/w’ = n/m mit kleinem n und
m (Resonanz) erwartet man besonders
ausgepragte chaotische Bereiche. Diese
Bereiche sind als Liicken in planetaren
Ringsystemen (Saturnringe) oder in
der Verteilung von Asteroiden sichtbar.

Beim Bau von Beschleuniger- oder
Speicherringen sind Resonanzen, die zu

4

'~ Roche Grenze: Gezeitenkrifte = Gravitation
N

y Dichte der Asteroiden

$
&
&

~ o~ N

4 72 3 512 2 32 1wl
upiter

chaotischen Trajektorien der Teilchen fithren, zu vermeiden. Resonanzen konnen zwi-
schen Umlauffrequenz der Teilchen und Schwingungen aufgrund von Fokussierungen

auftreten.

Als weiteres Beispiel sei die Bewegung der Erdachse genannt (Prézession und Nuta-
tion), genannt, die ebenfalls ”chaotisch” ist. Resultierende Schwankungen sind eine
mogliche Ursache fiir das Auftreten von Eis- und Warmzeiten.
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13 Kleine Schwingungen

Wie wir gesehen haben sind Systeme mit mehr als zwei Teilchen typischerweise nicht
integrabel. Fiir viele Anwendungen in der Physik kann man jedoch davon ausgehen,
dafl Ruhelagen existieren, und dafl die Auslenkungen der Teilchen aus den Ruhela-
gen klein sind. Dies fithrt zu Systemen gekoppelter harmonischer Oszillatoren, die
wieder ein integrables System sind, wie gezeigt wird. Auf diese Weise kann man
z.B. Festkorper bei nicht allzu hoher Temperatur oder auch Molekiilschwingungen
gut behandeln. Korrekturen zur harmonischen Naherung kénnen stérungstheoretisch
untersucht werden, was aber im Rahmen der Vorlesung nicht gemacht werden soll.

Wir Betrachten N Teilchen, also K = 3N Freiheitsgrade. Die Kréfte seien konser-
vativ, also durch zeitunabhéngige Potentiale beschrieben.

Die Hamiltonfunktion ist

H= zn: 2]% +V({g)) (13.1)

n

Dabei sei n = 1--- K und die Massen verschiedener Teilchen miissen nicht notwen-
digerweise gleich sein.

Gleichgewichtslagen:

.o oV({q)| _
pn—_aiqn——aiqn 7—0 (13.2)

Harmonische Naherung:

Entwicklung um g,, bis zur zweiten Ordnung. Terme erster Ordnung verschwinden
wegen (13.2). Mit ¢, = q,, + u,

=S B viay 3 T,

=Vo+1 Z + 3> Pt (13.3)

Ziel: Finde kanonische Transformation so dafl H = Z H\(P,Q)
]

1. kanonische Transformation:

Diese Transformation ist nicht notig wenn alle Massen gleich sind.

N Pn ~ = q)nm
n — n — A/ n Un ®TL’ITL — - 134
b \/_ mp, " ot 7 mMpMm ( )

2. kanonische (orthogonale) Transformation:

@n,m ist reell und symmetrisch, ® kann durch eine orthogonale Transformation dia-
gonalisiert werden: Eigenwertproblem

> P = N (13.6)
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Es gelten Orthogonaltéits- und Vollstéandigkeitsrelationen:

Z Nk nMin = 5k,l Z MnMm = 5n,m (137)
n l
”Normalkoordinaten”
-Pl = Z’r/l,nﬁn Ql = an,nan (138)
H=Vy+ i3 PP+ MNQ}H} =Vo+ Y Hi(P, Q) (13.9)
1 I

Wegen {Qk, Qi} = {P, P} =0 und {Q, P} = 6, gilt {H,H} =0 und
{Hy, H;} = 0. Damit hat man K Erhaltungsgroen H, = Ej, das System ist in
harmonischer Naherung integrabel.

Kanonische Bewegungsgleichungen:

Ql =D P =-N@Q (13.10)
Al = CUIZ > 0:

Qi(t) = a;sin(wit + @) Py(t) = ayw; cos(wit + ¢;) (13.11)

Die Amplitude a; und die Phase ¢; sind Integrationskonstanten, die aus den An-
fangsbedingungen bestimmt werden.

1
4n(t) =G, + Mna sin(wit + ;)
NS
pu(t) = /My, Z M niwy cos(wit + ¢p) (13.12)
]
Al =0:
Bi(t) = P(0) Qu(t) = Qu(0) + F(0) ¢t (13.13)
AN =-—}7<0:
Qi(t) = ae" + be Pi(t) = ayyet — byye " (13.14)

Fiir A; < 0 wachsen die Auslenkungen beliebig an. Das System ist instabil, oder die
harmonische Naherung ist fiir gréflere Auslenkungen nicht mehr giiltig.

19 4.07.03

Zweiatomiges Molekiil:

‘_. V=V(qa — ¢l V'(a) =0 (13.15)

m, m, Gleichgewichtslage, z.B.:
ql qZ 51 - 52 - (a, O, 0) (].3]_6)
Mit

= Geve oo
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PV (r)  zarp 0o TaX
_ By Yap  Latp 17
0x,0x3 72 (r)+ r r3 (r)
und V" (a) = &:
2 00-—="2-00
my mima
0O 00 0O 00O
& 0O 00 0O 00O
= |-=2=00 2 00
mims mo
0O 00 0O 0O
0O 00 0O 00O
Eigenwertgleichung;:
. ¢ P 5 . MM
le-af=0 A0 i om= T
= m my + Mo
Eigenwerte: A; = %, No=---=ANg =
Eigenvektoren: Mit M = my + msy
Schwingungen mit Frequenz w = %
[m2 1
M my
0 0
S 0 . 0
m = e 0 =+/m 1
-/ e
0 0
0 0
Translationen: A =0
m 1
s i 0 0 X
0 0 a i !
e I I U O I 0 - [|Vir 2
2= /s 2= 1 3= 3= 4= 4=
) B e B I e K B
0 0 i T 0
0 0 0 0 57
Rotationen um y- b.z.w. z-Achse: A =0
0 0 0 0
i e 0 0
. 0 N 0| . 573 <
5= o tis=~/m 0 = "y lig=~/m 0
_ [ —L 0 0
M m2 o 1
0 0 —\Vi "
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Symmetrisches dreiatomiges Molekiil:
Das Molekiil hat 9 Freiheitsgrade. Infinitesimale
Translationen und infinitesimale Rotationen fithren
m, zu Eigenwerten A=0. Es bleiben drei Freiheitsgrade,
N i if die zu Schwingungen mit A # 0 fithren konnen. Die
m, q, q; m, zugehorigen Auslenkungen werden entsprechend ne-
benstehender Figur parametrisiert, wobei die zu ¢,

und ¢ gehorigen Auslenkungen symmetrisch beziiglich Spiegelungen an der Sym-
metrieebene sind, die zu g3 gehorigen Auslenkungen sind antisymmetrisch.
Die Hamitonfunktion mufl beziiglich dieser Symmetrieoperation symmetrisch sein.

In der harmonischen Entwicklung diirfen also keine Koeffizienten auftreten, die g3
linear enthalten. Daraus ergibt sich fiir die Freiheitsgrade ¢ - - - q3:

- [ACO
d=|CBO (13.24)
00D

Die antisymmetrische Schwingung hat den Eigenwert A3 = D. Fiir die verbleibenden
Eigenwerte erhélt man die Eigenwertgleichung

A? — (A+ B)A+ AB — C? (13.25)
Ar=3(A+B) £ \/H(A- B2+ C? (13.26)

Die hierzu gehorigen Normalmoden sind also Linearkombinationen aus den beiden
symmetrischen Auslenkungstypen ¢; und gs.

Mit

Lineare einatomige Kette:

Lineare einatomige Kette mit néchster Nachbar Wechselwirkung. Es werden nur
longitudinale Auslenkungen betrachtet. Gitterkonstante a: ¢,11—¢q, = a+u,11—uy,

H=23"p+Y Viatun—u,) = Vot > patidd (Un+1—un)2 (13.27)

Periodische Randbedingungen (N Gitterplatze) uyy1 = ug.
Losungsansatz fiir Eigenvektor: Ebene Welle

. 2m
_ 1 ikna : _
M = T € mit k= —GNK (13.28)

wobei ¢ ganzzahlig und —% <l < % ist.

Modifizierte Orthogonalitéitsrelationen (7, komplex!)

> Mol = Ok > Menll = On (13.29)
Normalkoordinaten g
Pn =D DMk = ) Pillin Up = D Wl = Y Ul (13.30)
k k k k
_ 1 % 1 —ika ika *
H = zk: {%pkpk + 5@(8 —1) (e —1)ukuk} o, :
= > {pips + Bwruiu (13.31) |
F i
mit :
wp = 2y/2 [ sin(Lka) (13.32) &
20 nquOB
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14 Kontinuumsmechanik, schwingende Saite

Fiir Auslenkungen, die sich auf makroskopischer Langenskala éndern, ist eine Kon-
tinuumsbeschreibung angebracht. Man erhélt damit eine sogenannte Feldtheorie,
deren Grundelemente nicht mehr zeitabhédngige Orte und Impulse oder Geschwin-
digkeiten von Teilchen sind, sondern Felder, also Funktionen von Ort und Zeit. Im
Fall der Elastizitatstheorie 148t sich diese als Kontinuumslimes eines Festkorpers
in harmonischer Naherung herleiten. Fiir andere Feldtheorien, z.B. Elektrodynamik
oder Quantenmechanik, ist eine dahinterliegende diskrete Theorie nicht offensicht-
lich.

Kontinuumslimes eines Festkorpers in harmonischer
Niherung: Elastizitiatstheorie

Gleichgewichtslagen und Auslenkungen
7, =R, i = (R (14.1)
Harmonische Kraftkonstanten

Q)Z?ﬁ = _\Ija,,@(éi — Rj) (I)Zf/g = Z\Ija,ﬁ(ﬁl) (142)

Lagrangefunktion: m; =m

I DN NUNEES SENUATEAR

i,0,7,0
= 2> da(R)? (14.3)
— IS {ual B+ Br) = wa(Bo) bW s(F){up(Ri + Ry) — up(R)}
i oa,F 1
Kontinuumslimes:

Veschiebungsfeld: @(7) = @(R;) fiir ¥ = R; und ”"glatt” dazwischen.
@(7) #ndere sich langsam auf atomarer Skala (Reichweite von W, 5(R;))

Entwicklung:

—

(R)) (14.4)

(R +Rl +ZR’Y@R1UO‘

Ubergang von Z — = / d3r mit év = ¥ = Volumen pro Teilchen.

Dichte: p= . :
Lagrangefunktion (Lagrangedichte)

L= [@r {3007 =} 3 CopsVaraVan (N} (145)

awBa’Yaé

mit ”elastischen Konstanten”:

Cos =552 > Va R, Rﬂ Ry =C. 505 (14.6)
l
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Verzerrungstensor:

Vi7a(T) = 70,6(7) + wa,p(7) (14.7)
mit 70,4(7) = Np.a(7) und wap(F) = —wp.a (7).
Beachte: w, g(7) beschreibt eine lokale Rotation.

Die Potentielle Energie darf fiir isotrope Wechselwirkung nicht
von w abhédngen:

Oaﬁ,%ls = 03106%5 = Caﬂﬁﬂ - Cﬁ7a767'7 (14'8)

Oberflachenkrifte:
Kraft auf Teilchen i: F'. Potentielle Energie:

—

S
= —ZFO’;UQ (Ry) / dQSZfa §)ua(5) (14.9)

mit " Oberflichenkraftdichte” f(R;) = (%ﬁ
Lagrangegleichungen:
Die Lagrangegleichungen werden aus dem Hamiltonschen Prinzip hergeleitet, mit

Sii(7, 1) = Sii(F, to) = 0:

01 (ty,t) = /:dt VV d3r{p2aa(ﬁ )01 (T, 1)

= Y CaprsVoualF ) Vsdu, (7, 1)}
a,B8,7'6

[ % X 6 )| =0 (14.10)

Durch partielle Integrationen erreicht mann, dafl keine Ableitungen von du,, (7, t) auf-
treten. Bei der partiellen Integration mittels Gaussschem Satz erhélt man zusétzliche
Beitriage zum Oberflichenintegral (7i(8) ist nach aufien gerichtete Flachennormale):

§I(t1,to) = — /:1dt [ /V d*r Y Sua (7, £){ piia (7, 1) - gﬁ:vﬁaaﬁ(ﬁ t)}

- [ X bua(s. 0 a(5) - > ma(8)7s(S t)}] —0  (14.11)

mit dem ”Spannungstensor” (Hookesches Gesetz):

Uag Tf} ZCaﬁ’thH&(r t)—Uga(T t) (14.12)
7,6

Bewegungsgleichung: (7, t):

Pl (7, 1) Z Copr,0VVsuy (T, 1) Zvﬁaag 7 t) (14.13)
Byv:0
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Randbedingung: du(85),t):
> 15($)0a,5(5.1) = fa(51) (14.14)
B

Anmerkung: Isotropes elastisches Medium:
Caﬂ’%(; = )\50(’5(5%5 + M{(sa/y(ig,(g + 504755@7}. (14.15)

Schwingende Saite, eindimensionales Problem:

Eine &hnliche partielle Differentialgleichung erhélt
man fiir eine schwingende Saite. Die Spannung der
Saite, i.e. die Kraft, mit der sie gespannt ist, sei kon- K K
stant. Die Auslenkung u(z,t) sei klein: u/(x) < 1.

Konstante Spannung bedeutet K/ = —K, = K.

A u(x)

Damit, fiir kleine Auslenkungen: K, ~ —Kyu/(x)
und K! = Kou'(x + dz).
Kraft auf ein kleines Stiick der Saite dK,(z) = K, + K, = Kou"(v,t) dx

Bewegungsgleichung (vergleiche (14.13)):
Ky
— 14.16
Vo (14.16)

Eine identische partielle Differentialgleichung erhélt man fiir die Ausbreitung einer
ebenen Schallwelle in einem elastischen Medium unter der Annahme daf «(7,t) =

t(x,t). Dabei ist die Schallgeschwindigkeit ¢, = /(A + 2u)/p fir longitudinale

Schallwellen und er = (/2u/p fiir transversale Schallwellen in einem isotropen Me-
dium.

Losung I (d’Alembert 1747):

“|l———
=
+l-—————
&

iz, t) = u(z,1) c

Schallwelle in einem elastischen Medium:

Losungsansatz: Au(x,b)
/\ 20\ /\ »
u(z,t) = filx —ct) + fa(x +ct) (14.17) - r—
-ct ct
mit beliebigen stetigen Funktionen f; und f;
Randbedingung: u(zg,t) = u(xy,t) = 0: puted > ¢ —
Reflexion des Signals mit umgekehrtem \{/} d _\'::/’\“;

Vorzeichen. «
Losung II (Euler 1748):

u(x,t)
%\' u(x,t) = uy sin(kz) cos(wp+px) (14.18)
-3 k

0 L* mit wy =ckund k=7 n

Harmonische Stimmung (Pythagoras ~ 530 v.Chr.): Grundton w; =
Oktave wy = 2wy; Quinte wy = %wg Quarte wy = %w;g grofle Terze
18

kleine Terze wg = gW5 Ganzton wy = %wﬁ Halbton ws = {7wr.

Temperierte Stimmung: Halbton: w = 2Y12¢/. Ganzton w = 2¥2u ...

3

C

Y

€

_5
5 = ;W4

21 11.07.03
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15 Bewegung starrer Korper

Einen starren Korper kénnen wir als Ansammlung von Massenpunkten i auffassen,
deren Massen m; sind, und deren Koordinaten ¢; in einem ”korperfesten Koordina-
tensystem” S fest (zeitunabhéngig) sind. An geeigneter Stelle konnen dann Summen
iiber ¢ in Integrale umgewandelt werden:

S [dap(@ - (15.1)

Raumfestes und korperfestes Koordinatensystem:

Wir wollen annehmen, dafl sich der starre Kérper um einen festen Punkt dreht, und
daB dieser Ursprung des raumfesten, wie auch des kérperfesten Koordinatensystems
ist. Dieser Punkt kann beispielsweise der Schwerpunkt sein.

Die Transformation zwischen raum- und korperfestem Koordinatensystem ist damit
eine orthogonale Transformation A(t), mit A - A" = 1, die die Verkippung der
Systeme S und S beschreibt.

() =Al) -G — T(qt) =Al) 7 (15.2)
Bewegung: ,
. r(q,t) = A(t) - ¢ (15.3)
mit )
A(t) = (1) - A(t) (15.4)
Dabei ist
0 —w, wy
—wy wy O

Q beschreibt eine Drehung mit Winkelgeschwindigkeit w = /w? + w3 + w} um eine
Achse (w1 /w,ws/w, w3 /w).
Damit wird (15.3) .

(g, t) = Q) - A(t) - ¢ = Q1) - 7(g, 1) (15.6)
Eulersches Theorem:
Auch die orthogonale Transformation A = A(®) laBt sich durch einen Vek-
tor ® beschreiben, wobei (®,/®, ®,/®, ®5/®) eine Drehachse definiert und

¢ = /®} + ®3 + ®% einen Drehwinkel. Gebriuchlich ist auch eine Parametrisie-
rung durch Eulerwinkel ¢, 9 und ¢: A(®) = A(0,0,1) - A(®,0,0) - A(0,0,¢). Der
Zusammenhang ® = ®(p, 9, 1) ist kompliziert und hier nicht von Interesse.

Eulersche Bewegungsgleichungen:

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Bewegungsgleichungen ist der Drehimpulssatz
(3.17) in Gegenwart duferer Kréfte F;

L=Smiixii L= mixi=SrAxFE=M (157
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Dabei ist . . .

M= Y7 x B [ @@ < [(7(@) (15.8)
das Drehmoment und f (7) die Kraftdichte. Zur Herleitung der Bewegungsgleichun-
gen benodtigen wir den Zusammenhang zwischen Drehimpuls L und Winkelgeschwin-
digkeit o,wobei wir (9.1) verwenden konnen:

9L aT

o« = = 15.9
Ow,  Owy ( )
da die potentielle Energie nicht von & abhéngt.
Kinetische Energie:
Mit (15.6):
T =5 Y (0)-Fi) = S mir(0) - 210 20 -7 (15.10)
Mit
wz + wf WaWy WaW,,
Q0= —ww, W24w? —ww, | =0Pl-00d (15.11)
—Waw; —Wyw, Wi+ W)
und & = (wy, wy,w,) ist
T=3d(t)- Y m (FPl-7ew) o) =16 - ) - &(t) (15.12)
Dabei ist
=Y m(1-ren (15.13)
der "Trégheitstensor” im ortsfesten System.
Damit ergibt (15.9)
L(t) = O(t) - () (15.14)

Das Problem ist hier die Berechnung des zeitabhéangigen Tragheitstensors.

Im korperfesten System S ist der Tréagheitstensor
O=A41()-00)- At =Y m(¢1-a04) = [depa)(rL-70q) (15.15)

Beachte: der Tragheitstensor im korperfesten System ist konstant, der Tragheits-
tensor im raumfesten System héngt von der Zeit ab.

Mit ©(t) = A(t) - © - AT(¢) und (15.7) erhilt man
O(t) - &(t) + Q(t) - O(t) - S(t) + O(t) - QI (t) - &(t) = M{(t) (15.16)

0 —w, wy Qg
=| w, 0 —wy|-|aq,|=dxa (15.17)
—wy wy; 0 a,

fallt der dritte Term in (15.16) weg und

Wegen

Q-

S

O(t) - &(t) + B(t) x L(t) = M(¢) (15.18)

o8



Die Eulerschen Bewegungsgleichungen erhélt man durch Transformation dieser Glei-
chung in das korperfeste System S. Mit & = A - & st

w:Q~A'w+Aw:Q-w+Aw:A§) (15.19)
und mit (15.15) und (15.16) erhélt man die Eulersche Gleichung

—

.
A — ~ A

©-0(t) +a(t) x (©-(t)) = M(t) (15.20)

mit dem Drehmoment M (t) = A'(¢) - M(t) im kérperfesten System.

© ist reell und symmetrisch. Die Eigenwerte (Haupttragheitsmomente) O, ©5 und
O3 sind reell und die Eigenvektoren sind orthogonal. Das korperfeste Koordinatensy-
stem sei so gewahlt, daf§ die Achsen mit den Eigenvektoren zusammenfallen. Damit
ist © diagonal, und die Eulersche Gleichung wird

Onla + Z €a,8,W30,Wy = Oulg — %Z €08y (@g — @7>d)gd)7 =M, (15.21)
By By
Dabei ist €45y = €840 = —€anq,3 = -+- Mit €;03 = 1 --- das Levy-Civita Symbol

(vollstandig antisymmetrischer Einheitstensor dritter Stufe).
22 15.07.03

Kriaftefreier unsymmetrischer Kreisel:

In diesem Beispiel wird ein starrer Korper untersucht, dessen Haupttrig-
heitsmomemte alle verschieden sind ©; # Oy # O3. Als Kreisel bezeichnet man
eine Situation, in der die Rotationsachse (im koérperfesten System) in der Néhe einer
der Haupttriigheitsachsen ist, also z.B. |@s| > |1, |&y]. Kriftefrei bedeutet M = 0.
Mit (15.21):

O3y = (@1 - @2) Gy @y 2 0 (3 = (15.22)
Fiir die beiden anderen Komponenten erhélt man Gleichungen, die linear in @,
b.z.w. wy sind:

@1(5)1 = w{@g — @3}@2 @2(22 = —w{@l — @3}(;)1 (1523)

Losung:
w1 (t) = asin(wt + @) Wo(t) = beos(wt + ) (15.24)

g2 = ©1= %1)(@@22 = %) b=/ ohe=aa (15.25)

Fir @3 > @1,@2 oder @3 < @1,@2 ist © > 0 und
damit ist @ reell. Die Bewegung ist stabil in dem Sinn, daf3
die momentane Drehachse

ZE;; ~ (a’lf), d)zft), 1) (15.26)

auf einem Kegel um die z-Achse bewegt (Prézession).

Die Erde ist aufgrund ihrer Rotation an den Polen etwas abgeflacht und die Haupt-
triagheitsachsen sind etwas verschieden: ©; = 05 und (0, —03)/0; ~ 0.0033. Damit
ist die Periode der Priizession etwa 300 Tage. Die Amplitude dieser Bewegung ist
sehr klein, sie entspricht etwa 5m, und andere Stérungen sind von dhnlicher Grofie.
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Fiir ©; > O3 > O, oder ©; < O3 < O, ist ©? = —3? < 0 und der Losungsansatz ist
O1(t) =ae’ +ad e Op(t) = be + b e (15.27)

Damit ist die Bewegung instabil und die momentane Dreh-
achse entfernt sich von der 2-Achse, und die Bedingung w >
w1, Wo ist nicht mehr fiir alle Zeiten erfiillt.

Die Figur zeigt den qualitativen Verlauf von Trajektorien
der momentanen Rotationsachse im korperfesten System fiir

X y
@1 > @2 > @3
Schwerer symmetrischer Kreisel:
Auf den Kreisel wirkt ein Drehmoment
M = —mgaé, x &, (15.28)

wobel gz b.z.w. 6ZA Einheitsvektoren in z- b.z.w. z-Richtung
sind. Damit ist M, = 0 und mit (15.21) folgt fiir den sym-
metrischen Kreisel (mit ©; = ©3) w3 =0 und w3 = w.

Wir betrachten ein Koordinatensystem S so daf éz = éz und
so dafl €, in der von e, und €, aufgespannten Ebene liegt.

Die Vektoren € sind Einheitsvektoren in den Richtungen der Jewelhgen Koordina-
tenachsen. Die kaelgeschwmdlgkelten in S kénnen durch @, 9 und ¢ ausgedriickt
werden:

@ =t + cos(V) @ @y = sin(0)¢ Dy =1 (15.29)

Damit erhélt man die Lagrangefunktion

= 193 <¢ + Cos(ﬁ)sb)Q + %@1(8111(19)292)2 + 1.92) — My cos(¥) (15.30)

mit My = mga. L hingt nicht von ¢ und ¢ ab, d.h. die zugehorigen kanonischen
Impulse sind erhalten:

P+ cos(V)p =w O3 cos(V)w + Oy sin(V)*p = —c O (15.31)
Dies setzt man in die Lagrangefunktion ein:

=16, % + 1050° + ésine()qgﬁ (c + g—?wcos(ﬁ))z — My cos(9) (15.32)

Die Energie ist

. Ch 2

_ _ 1 2, 19.~2 , 1 O3~
E=L+2V=10%+100°+ 3 (0] (c+ Sxweos(d)) + Mycos(d)) (15.33)
wobei zu beachten ist, daf nur der letzte Term in (15.32) potentielle Energie ist.
Die resultierende Bewegung von 1 entspricht der eines Teilchens mit Masse ©; in
einem effektiven Potential

1 ©1

2 gin(1)?

V(19) = My cos(V) + (c + 8—?@ (:03(19))2 (15.34)
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Betrachten wir zunéchst die Losung mit @ = 0 und 9(t) = 9.
Aus (15.31) folgt

o= _sin(@)Q (c + %?Ecos(@)) (15.35)
und 9 ist bestimmt durch
V'(9) = 0= —M,sin(J) — Si?j;) (c + g—?w cos(@)) - (;)151(:(815;? ( + g—i’w COS(E))2
= —{ My — ©5p + 16, cos(9)¢*} sin(D) (15.36)
Fir w > |¢] ist
O =w,= é\ﬁ} (15.37)

d.h. die Achse des Kreisels rotiert mit der Kreisfrequenz w, um die z-Achse. Die-
se Bewegung nennt man Prézession eines Kreisels unter dem Einflufl einer dufleren
Kraft.

Beachte: Die Bewegungsrichtung ist senkrecht zu der der an-

gelegten Kraft.

Fiir 9(¢) in der Nihe von 9 kann man das effektive Potential
um ¥ entwickeln und erhilt harmonische Schwingungen um 1J,
die der Préazessionshewegung iiberlagert sind. Diese Bewegung
nennt man Nutation, und sie entspricht der vorher untersuch-
ten Prézession des kréaftefreien Kreisels.

Aufgrund der Abplattung der Pole und der Gravitationskraft der Sonne wirkt auf
die Erde ein Drehmoment. Die daraus resultierende Prizessionsbewegung hat eine
Periode von ca. 26 000 Jahren. Die Nutationsbewegung der Erdachse ist vergleichs-
weise klein und unregelméflig. Der Prizession des kréftefreien Kreisels entspricht
eine Nutationsperiode von ca. 300 Tagen, beobachtet wurden Schwankungen mit
einer Periode von ca 400 Tagen. Andere Effekte verursachen ebenfalls Nutationsbe-
wegungen, z.B. die Gravitation des Mondes oder die Tatsache, daf3 die Erde kein

starrer Korper ist.
23 18.07.03

Elektrisch geladener Kreisel im Magnetfeld:

Der Korper sei durch Massenpunkte, die die Ladung @); tragen, charakterisiert. Auf
jeden dieser Punkte wirkt in einem homogenen Magnetfeld die Lorentz-Kraft

F,=%4x B (15.38)
Damit wirkt auf den Korper ein Drehmoment
]\Z:Zﬁxﬁi:%ZQiﬂx (17,-><§)
— iZQi{ﬂ X (@ X é) + B x (171 X ﬁ-) + ¥; X (ﬁ X é)} (15.39)

Die Summe aus 1. und 3. Term verschwindet, da sie als % [Fi X (F,; X E)} =0.
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Falls die Teilchen alle die gleiche Ladung ) und die gleiche Masse m haben, falls
also die Ladungsdichte proportional zur Massendichte ist, erhédlt man

M=22BxL=0,xL=1L (15.40)
und der Kreisel préazediert mit der Larmorfrequenz w; = % um die Richtung des

Magnetfeldes.
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16 Ausblick

Raum und Zeit in der Newtonschen Mechanik:
Euklidischer Raum — absolute Zeit.

Newtonsche Gesetze:

Inertialsysteme. 2. Newtonsches Gesetz: Masse-Kraft-Beschleunigung.
Transformationen zwischen Bezugssystemen.

Beispiele: Keplerproblem, Streuung an einem Zentralpotential.

Verallgemeinerte Koordinaten, Lagrangeformalismus:

Zwangsbedingungen und Zwangskréfte, Tangential- und Normalvektoren.
Lagrangegleichungen erster Art: Kinetische Energie und Tangentialkrifte.

Scheinkréfte in beschleunigten Bezugssystemen.
Potentiale, auch fiir magnetische Kréfte.

Orte und Geschwindigkeiten als unabhéngige Variable.
Lagrangefunktion, Lagrangegleichungen 2.Art.
Hamiltonsches Variationsprinzip.

Kanonische Variable, Hamiltonformalismus:

Kanonische Impulse. Hamiltonsche (kanonische) Bewegungsgleichungen.
Kanonische Transformationen.

FluB im Phasenraum — Liouvillescher Satz (Statistische Physik).
Formulierung mittels Poissonklammern (Quantenmechanik).
Symmetrien und Erhaltungsgréfien, Noethertheorem.

Integrable Systeme.

Nichtintegrable Systeme, Chaos:
Beispiel: Periodisch angetriebener Rotator.

Empfindliche Abhéngigkeit von Anfangsbedingungen, Lyapunov Exponenten.

Begrenzte Vorhersagbarkeit chaotischer Bewegung (Statistische Physik).

Kontinuumsmechanik:
Elastizitatstheorie, schwingende Saite.

Lagrangesche Formulierung einer Feldtheorie (Elektrodynamik, Quantenmechanik)

Bewegung starrer Korper:
Kreiseltheorie.

Hydrodynamik:
Laminare und turbulente Stromungen (Chaos, Wetter).
Magnetohydrodynamik, Plasmaphysik.

Relativistische Mechanik:
Spezielle Relativitétstheorie (Elektrodynamik).
Allgemeine Relativitéitstheorie, Kosmologische Fragen.

FINIS
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17 Awufgaben

1. Transformationen zwischen kartesischen Koordinatensystemen (3 Punkte)

a) S und &’ seien kartesische Koordinatensysteme. Ein Punkt 74 ist in ihnen durch
die Koordinaten {z 4} b.z.w. {2; ,} gegeben. Der Abstand zwischen zwei Punkten

1t
dA,B = \/Z (xA,a - xB,a>2-
a

Betrachten Sie die Transformation

ZL‘:X = —ba +2Aa,ﬁmﬂ +ZCawgﬂxﬁx7 —|— LR
B B
Welche Einschrankungen an die Parameter bg, A,s Capg, --- folgen aus der

Forderung, dafl die Berechnung des Abstands in beiden Koordinatensysteme die
gleichen Werte liefert?

b) Wie transformiert sich das Vektorprodukt ¢ = @ x b fir @’ = A-d und
b/ =A- g, wobei A orthogonal sei?

Anmerkung: Das Spatprodukt ¢&- (@ x l;) ist invariant gegeniiber Rotationen,
es ist gleich dem Volumen des durch die Vektoren ¢, @ und b aufgespanntem
Parallelepipeds.

2. Orthogonale Matrizen (4 Punkte)
a) Zeigen Sie dafl (A : E)T =B A" ist.

b) Es seien A und B orthogonal. Zeigen Sie dafi C' = A - B ebenfalls orthogonal ist.
c) Die Matrix

cos(a) —sin(a) 0
A(a) = | sin(a) cos(a) 0
0 0 1
beschreibt eine Drehung um einen Winkel o um die z-Achse. Zeigen Sie dal A(«)
orthogonal ist.
d) Zeigen Sie dafi A(«) - A(d') = A(a+ ) ist.
e) Die Matrix
1 0 0
B(B)=1 0 cos(f) —sin(f)
0 sin(B) cos(f)

beschreibt eine Drehung um einen Winkel S um die x-Achse. Zeigen Sie dafl im
allgemeinen A(«) - B(f) # B(0) - A(«) ist.

3. Nicht gleichzeitige Ereignisse (1 Punkt)
A = {74;ta} und B = {7s; 5} seien nicht gleichzeitige Ereignisse, i.e. t4 # tg.
Die Systeme S und S’ seien durch eine Galileitransformation verkniipft, i.e.

2l =Y Aapts—ba —uat
B

Berechnen Sie den Abstand d 4 5 in beiden Systemen.
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4. Elektrische und magnetische Kréfte (2 Punkte)

Auf ein geladenes Teilchen wirkt eine Kraft

K(7) = g E() + 25 x B(7)

Wie miissen sich elektrisches Feld E(7) und magnetisches Feld B(7) unter einer Ga-
lileitransformation transformieren, damit das Relativitatsprinzip der Newtonschen
Mechanik (Invarianz gegeniiber Galileitransformationen) gilt?

5. Zentrifugal- und Corioliskraft (3 Punkte)

Es sei S ein Inertialsystem, S’ ein mit konstanter Winkelgeschwindigkeit € um
die gemeinsame z-Achse rotierendes System. Zur Zeit t =0 sei S = &’

a) Zeigen Sie dal die Transformation von S nach &’ durch A(a(t)) = A(—Qt) ge-
geben ist, wobei A(a) die in Aufgabe 2.a angegebene Form hat.

b) Zeigen Sie daf A.(a(t)) = Q- A(a(t)) geschrieben werden kann, und geben Sie
) an. Es sei a ein beliebiggr Vektor. Zeigen Sie dafl Q- a = 2 x a@ geschrieben
werden kann, und geben Sie €2 an.

¢) In S gelte die Newtonsche Bewegungsgleichung m 7 = F (r) = —ﬁV(f') . Zeigen
Sie, daf} die Bewegungsgleichung in S’ die Form
mi' = F'(7') + F,'+ F/ mit  F'(7') = A(a) - F(F)

hat, und berechnen sie die Zentrifugalkraft ﬁz/ und die Corioliskraft ﬁc’ .

d) Das System &' rotiere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit || um eine
gemeinsame Achse in Richtung ég. Versuchen Sie F.' und F.' fiir allgemeine ()
anzugeben.

6. Periodische Bewegung (3 Punkte)
Ein Teilchen bewege sich in einer Dimension in einem Potential

V() = Voz["
a) Berechnen Sie die Schwingungsperiode fiir n = —1, n = 1 und n = 2 als Funktion

der Schwingungsamplitude. Welches Vorzeichen mufl V jeweils haben?

b) Wie verhilt sich die Schwingungsperiode als Funktion der Schwingungsamplitu-
de fiir beliebige reelle n? Was ist speziell an n =27

Hinweis: Integrale, deren Wert nicht von der Amplitude abhéngt, miissen nicht
berechnet werden. Versuchen Sie die tatséchlich auftretenden Integrale auf solche
zuriickzufiihren.

7. Mathematisches Pendel (3 Punkte)

Die Energie eines mathematisches Pendels (Linge ¢, Masse m ) ist

E=1m0y —mglcos(p)

Berechnen Sie die Schwingungsperiode fiir kleine Amplituden in fithrender Ordnung,
sowie die ersten Korrekturen hierzu.
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8. Harmonischer Oszillator (4 Punkte)

Berechnen Sie Bahn (3-dimensionaler Raum), Schwingungsperiode, Periheldrehung
und Energie eines Teilchens in einem radialsymmetrischen Potential V (r) = 1 Vjr?
als Funktion von Drehimpuls und Amplitude. Fiihren Sie die Rechnung sowohl in
Polarkoordinaten wie auch in kartesischen Koordinaten durch und vergleichen Sie
die Resultate.

Hinweis zur Rechnung in Polarkoordinaten: Es konnte zweckméfig sein, die Um-

kehrpunkte in der Form 77, = % (1+n) zu parametrisiern und an geeigneter Stelle

r = % als Integrationsvariable einzufiihren.
9. Miillprobleme im All (3+2* Punkte)

Ein Astronaut bewegt sich auf einer Kreisbahn um die Erde. Er wirft eine leergetrun-
kene Bierflasche weg, und zwar senkrecht zu seiner Umlaufbahn weg von der Erde.
Ist er den Miill damit losgeworden oder bekommt er die leere Flasche zuriick um den
Flaschenpfand einzulosen? Wie lange muf} er warten, falls die Flasche zuriickkommt?
Diskutieren Sie die Bahn der Bierflasche unter der Annahme, dafl die Relativge-
schwindigkeit zwischen Astronaut und Bierflasche klein ist gegeniiber der Bahnge-
schwindigkeit des Astronauten. Diskutieren Sie auch die Moglichkeit, die Flasche
nach hinten zu werfen. Anmerkung: Viele Wege fiithren nach Rom! (Fiir den ersten
Weg gibt es 3 Punkte, fiir jeden weiteren 2 Extrapunkte)

10. Streuung an einem Potentialtopf (3 Punkte)

Berechnen Sie den differentiellen Streuquerschnitt fiir die Streuung eines Teilchens
mit Masse m und Energie E an einem Potentialtopf mit

V(ir)==V, fir r<a und V(r)=0 fir r>a.

11. Ende eines Kometen. (3 Punkte)

Am 16. Juli 1994 kollidierte der Komet Shoemaker-Levy mit dem Jupiter (siehe
http://www.physics.sfasu.edu/astro/s19.html). Kollisionen von Meteoriten mit Pla-
neten kommen héufig vor. Bei der Berechnung des totalen Wirkungsquerschnitts fiir
eine Kollision ist zu beriicksichtigen, dafl die Bahn des Kometen zum Planeten hinge-
zogen wird. Eine Kollision findet also statt, wenn das Perihel innerhalb des Planeten
ist. Dadurch wird der Wirkungsquerschnitt fiir Kollision gréfler als der geometrische
Querschnitt des Planeten. Berechnen Sie den Wirkungsquerschnitt, und diskutieren
Sie, von welchen Parametern das Verhéltnis von Wirkungsquerschnitt zu geometri-
schem Querschnitt abhéngt. Versuchen Sie dabei die asymptotische Geschwindigkeit
des Kometen vy mit der Fluchtgeschwindigkeit v, fiir den Planeten in Verbindung
zu bringen. (Die Fluchtgeschwindigkeit ist die minimale Anfangsgeschwindigkeit, die
notwendig ist, um einen Satelliten aus dem Anziehungsbereich des Planeten zu ent-
fernen.)

12. Das Problem eine Kokosnufl zu kimmen. (4 Punkte)

Eine Kokosnufl hat Haare (Fasern) auf ihrer Oberfliche, die flach anliegen, also als
Tangentialvektoren angesehen werden kénnen. Kémmt man diese Haare glatt, erhélt
man Tangentialvektoren, deren Richtung sich stetig als Funktion des Ortes auf der
Oberfliche dndert. Kénnen sie eine Kokosnuf iiberall gleichzeitig glatt kimmen?
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Hinweis: Betrachten Sie eine Schar geschlossener, glatter und sich nicht schneidender
Kurven C(\) die die Oberfliche vollstindig bedecken. Wihlen Sie die Tangential-
vektoren so, dafl einer gleichzeitig Tangentialvektor an eine der Kurven ist, der an-
dere senkecht dazu steht. An zwei Punkten auf der Oberfléiche (Polen) degenerieren
die Kurven C(\) zu Punkten. Wie verhalten sich die Tangentialvektoren in der Néhe
dieser Pole. Sind die in der Vorlesung diskutierten Kriterien fiir Tangentialvektoren
erfillt?

Konnten Sie eine Kokosnufl mit Loch (Torus) glatt kimmen? Was ist der wesentliche
Unterschied in Hinblick auf die angegebene Konstruktion?

13. Achterbahnfahren. (3 Punkte)

Die Wagen einer Achterbahn seien durch Massenpunkte, die sich reibungsfrei unter
dem Einflul der Schwerkraft entlang einer Kurve #(¢) bewegen, idealisiert. Dabei ist
¢ die zuriickgelegte Strecke. Geben Sie die Lagrangefunktion und die resultierende
Bewegungsgleichung an. Leiten Sie auch eine Bewegungsgleichung aus dem Energie-
satz her und vergleichen Sie die beiden Gleichungen. Sind Zwangskréfte dabei zu
beriicksichtigen? Begriinden sie dies.

14. Achterbahn mit Looping. (44-1* Punkte)

Die Wagen einer Achterbahn bewegen sich reibungsfrei entlang einer Kurve 7(¢),
wobei ¢ die zuriickgelegte Strecke ist (siehe Aufgabe 13).

a) Wieviele Tangentialvektoren gibt es in jedem Punkt der Kurve, wodurch sind sie
bestimmt, welche Liange haben sie? (1 P)

b) Wieviele linear unabhingige Normalenvektoren gibt es in jedem Punkt, wie
konnen diese berechnet werden? (1 Extrapunkt)

c) Wie éndert /n sich der/die Tangentialvektor/en wenn man eine Strecke §¢ entlang
der Kurve fortschreitet, welche Richtung hat die Anderung? (1 P)

d) In der Achterbahn ist ein Looping in Form eines vertikal stehenden Kreises
mit Radius R eingebaut. Mit welcher Geschwindigkeit vy mufl der Wagen in den
Looping an seinem tiefsten Punkt einfahren, damit er nicht vor Erreichen des
hochsten Punktes stehenbleibt (Der Wagen ist mit Doppelrollen ausgestattet, so
daf er nicht aus den Schienen springen kann). (1 P)

e) Mit welcher Geschwindigkeit v; mufl der Wagen mindestens einfahren, damit
die Fahrgéiste nicht aus dem offenen Wagen fallen, welche Beschleunigung spiiren
sie entlang des Loopings (in Vielfachen der Erdbeschleunigung) fiir Anfangsge-
schwindigkeit v;7 Welcher Typ von Zwangsbedingungen gilt fiir die Fahrgéste (Die
Achterbahn wurde nicht vom TUV abgenommen)? (1P)

15. Hall-Effekt. (3 Punkte)

Ein Teilchen mit Masse m und Ladung e bewegt sich in der z-y-Ebene unter dem
Einfluf eines konstanten elektrischen Feldes E = (0, E,0) und eines konstanten
Magnetfeldes B= (0,0, B).

a) Geben Sie das verallgemeinerte Potential U und die Lagrangefunktion fiir
verschiedene Eichungen an. (1 P)

b) Zeigen Sie dafi die Bewegung aus der Uberlagerung einer Kreisbewegung in der
z-y-Ebene und einer konstanten Drift in z-Richtung mit Geschwindigkeit u besteht.
Berechnen Sie die Umlaufperiode und die Driftgeschwindigkeit. (1 P)

c¢) Betrachten sie ein gleichférmig bewegtes Koordinatensystem &’ mit Koordinaten
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xl, = T, — vat. Geben Sie verallgemeinertes Potential und Lagrangefunktion im
bewegten System an und berechnen Sie die Kraft. Diskutieren Sie speziell den Fall

U= (u,0,0). (1 P)
16. Schwerkraft-U-Bahn (Brachistochrone). (3 Punkte)

Eine U-Bahn ohne Antrieb soll von A nach B gebaut werden. Dabei soll die Strecke
von A aus zunéchst abfallen, wobei die Wagen durch die Schwerkraft beschleunigt
werden, dann wieder bis zur Station B ansteigen, so dafi die Wagen dort wieder zur
Ruhe kommen. A und B seien auf gleicher Hohe. Reibung sei vernachléssigbar. In
welcher Tiefe z(x) mufl die Strecke verlaufen, damit die Strecke in méglichst kurzer
Zeit durchfahren wird.

a) Berechnen Sie zunichst v,(x) bei vorgegebenem z(z) und betrachten Sie das
Funktional I(z) = [;7 dz/v,(z). Bestimmen Sie die Eulersche Differentialgleichung
aus 01(z) =0. (2 P)

b) Zeigen Sie dafl x ~ ¢ —sin(p); 2z ~ 1 — cos(p) (Parameterdarstellung einer
Zykloide) Losung ist . (1 P)

17. Laufzeitmonochromator. (4 Punkte)

Ein Ofen hat eine Offnung, die mit zwei hinter-
einander angeordneten Verschliissen versehen ist.
Durch geeignetes Offnen und Schliefen wird ein U U
Puls von Teilchen prépariert. Die Teilchen haben ei-
ne Masse m und eine mittlere Geschwindigkeit vg
mit einer Genauigkeit Avg. Die Verschliisse waren jeweils fiir eine Zeit At gedffnet.
Der zweite Verschluss am Ort x = 0 war zwischen t = —At und ¢ = 0 gedftnet.

a) Welches Volumen im Phasenraum enthélt die Teilchen zur Zeit t = 0 (bertick-
sichtigen Sie nur die Bewegung in x-Richtung). Dabei sei das tatséchliche Volumen
durch ein Rechteck angenihert. Welches Volumen im Phasenraum enthélt die
Teilchen zu einem spéteren Zeitpunkt ¢;7 Die Teilchen bewegen sich kréftefrei, Awvg
und At kann als klein angenommen werden.

b) Die Teilchen werden durch Durchlaufen einer Potentialstufe beschleunigt. Das
Potential sei V(z < xp) = 0 und V(x > zy) = —Vp. Berechnen Sie Az, Av, At und
AFE, nachdem die Teilchen beschleunigt wurden. Ist der Liouville-Satz erfiillt?

c) Welche Form hat das Volumen im Phasenraum zur Zeit ¢ = 0 tatséchlich.
Versuchen Sie die Wirkung des ersten und des zweiten Verschlusses qualitativ im
Phasenraum darzustellen.

18. Fistiitchen. (3 Punkte)
Eine punktférmig angenommene Eiskugel bewegt sich reibungsfrei unter dem
Einflufl der Schwerkraft in einer Eiswaffel, die als nach oben offener Kreiskegel mit
Offnungswinkel o und Achse in z-Richtung angenommen wird.

a) Wieviel Freiheitsgrade hat das hier betrachtete Problem, wenn man annimmt,
dafl die Eiskugel sich am Anfang auf der Eiswaffel bewegt hat. Leiten Sie die
Bewegungsgleichungen her.

b) Welche Erhaltungssétze gelten? Vereinfachen Sie die Bewegungsgleichungen
unter Beriicksichtigung der Erhaltungssitze. Ist das System integrabel?

¢) Die Achse sei gegeniiber der Vertikalen um einen Winkel [ geneigt. Diskutieren
Sie wieder die unter a) und b) gestellten Fragen. Gibt es Unterschiede zwischen
a > [ und a < 3, falls ja, welche?
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19. Romische Steinschleuder. (3 Punkte)

Bereits im Altertum wurden Steinschleudern nach dem  €<—@-------. -
gezeigten Prinzip verwendet. An einem drehbaren Bal- | N
ken der Lange R ist mit einem Seil der Lénge [ ein Stein \
befestigt, der bei Erreichen der Endstellung ausgelost \
wird. Anfangskonfiguration sei, wie gezeigt, ¥(0) = 0 R i
und ¢(0) = 7. Der Balken wird so bewegt, daB d(t) = ]
5 bt?. Der EinfluB der Schwerkraft sei vernachléssigbar, ) I
ebenso die Masse des Seils. Q@
a) Berechnen Sie die Lagrangefunktion und leiten Sie E
die Bewegungsgleichung her. @
b) Diskutieren Sie die Losung qualitativ. (Hinweis: Es ist vielleicht einfacher an
geeigneter Stelle 1) = ¢ + 9 als neue Variable einzufiihren).

20. Planetenschleuder - Kometenfalle. (4 Punkte)

In dieser Aufgabe soll untersucht werden, inwieweit interplanetare Satelliten durch
Vorbeiflug an Planeten zusétzliche Energie gewinnen kénnen. Durch den inversen
Prozess konnen Kometen im Sonnensystem eingefangen werden.

a) Eine Kanonische Transformation sei durch die Erzeugende

G(q, P, t) Zfa q,t ( + Pt )) gegeben (v = 1---3). Wie muB} f,(q,t) und

P,(t) gewahlt werden, damit die Transformation eine Galileitransformation (ohne
Drehung) ist. Wie transformiert sich die Energie?

b) Waihrend des Vorbeifluges des Satelliten an einem der Planeten kann dessen
Bewegung als gleichformig geradlinig angesehen werden. Das urspriingliche Inerti-
alsystem S sei beziiglich Sonne und Fixsternen fixiert. Das transformierte System
S’ sei das Ruhesystem des Planeten. Bestimmen Sie G(q, P,t) und gebe Sie an, wie
sich die Hamiltonfunktion transformiert.

¢) Im groflen Abstand vom Planeten kann auch die Bewegung des Satelliten als
geradlinig glelchformlg angenommen werden. Der Impuls sei vor_ dem Vorbelﬂug
Do = MUy b.z.w. Po = mVO, nach dem Vorbeiflug p'= mv b.z.w. P = mV. Welche
Bedingung muf3 P erfiillen? Wie dndert sich die Energie des Satelliten?

d) Wie muB die Bahn des Satelliten gewihlt werden, damit er moglichst viel Ener-
gie gewinnt? Welche Geschwindigkeit kann er maximal erreichen (bei gegebener
Geschwindigkeit vy und U)?

21. Rakete. (3 Punkte)

Eine Rakete wird durch einen Gasstrahl angetrieben, der an ihrem Ende mit einer
Relativgeschwindigkeit vy austritt. Die Masse der pro Zeiteinheit austretenden Gase
sei p. Da die Gase aus dem mitgefithrtem Treibstoff stammen, verdndert sich die
Masse m der Rakete entsprechend. Leiten Sie die Bewegungsgleichung der Rakete
unter Vernachléssigung von Reibung und Schwerkraft

a) aus dem Energiesatz, b) aus dem Impulssatz her.

c) Integrieren Sie die Bewegungsgleichung mit der Anfangsbedingung m(0) = mq
und v(0) = 0. Wieviel Treibstoff hat die Rakete verbraucht, bis sie die Geschwin-
digkeit v = vy erreicht hat, wieviel, bis sie v = 5 vy erreicht hat?
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22. Naherungslosung mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips. (342" Punkte)

Die Bewegungsgleichung eines Teilchens sei

m¥ 4+ mQ2x + cx® = Fy sin(wt)
a) Bestimmen Sie die zugehorige Lagrangefunktion L.
b) Betrachten Sie den Ndherungsansatz

x(t) = xg sin(wt)

I= / dt L(x(t), &(t),1).

0
Bestimmen Sie die Amplitude z7 aus dem Hamiltonschen Prinzip. Wéhlen Sie 7
so dafl dx(7) = 0. Eine qualitative Diskussion der Losung geniigt.

und berechnen Sie damit

c) Betrachten Sie den Fall Fy =0 und bestimmen Sie w als Funktion der Ampli-
tude x ebenfalls aus dem Hamiltonschen Prinzip, wieder mit 7 so daf8 dz(7) = 0.
Welche physikalische Situation wird durch b) b.z.w. ¢) beschrieben (nur Stichworte)?

23. Magnetische Fallen und Polarlichter (5 Punkte)

Geladene Teilchen kénnen durch inhomogene Magnetfelder eingesperrt werden. Dies
spielt auch bei der Entstehung von Polarlichtern eine Rolle, da dabei Elektronen, die
im Magnetfeld der Erde gefangen sind in der Néhe der Pole in die obere Atmosphére
gelangen und dort Leuchterscheinungen hervorrufen.

a) Zeigen Sie, daf§ ein zylindersymmetrisches Magnetfeld durch ein Vektorpo-
tential A = 1pB.(2)é,(p) gegeben ist, wobei €,(p) = (—cos(y),sin(p),0) ein
Einheitsvektor in ¢-Richtung (Zylinderkoordinaten) sei. Berechnen Sie die Kom-
ponenten des Magnetfeldes in Zylinderkoordinaten B,, B, und B,, und zeigen Sie
daB divB = 0 gilt.

b) Die Ortskoordinanten in Zylinderkoordinaten sind p, ¢ und z. Berechnen Sie die
Lagrangefunktion und die kanonischen Impulse p,, p, und p, sowie die Hamilton-
funktion.

c) Welche Groen sind erhalten?

d) Leiten Sie die Bewegungsgleichung fiir p, her. Bestimmen Sie p aus der Anfangs-
bedingung p, = p, = 0 und ¢ # 0 fiir einen vorgegeben Wert von p,. Berechnen
Sie die Energie unter der Annahme, da8 p(t) immer durch die Bedingung p, = 0
gegeben ist. Diskutieren Sie speziell B,(z) = By + 3B"2%.

24. Lenzscher Vektor (2 Punkte)

Der Lenzsche Vektor ist eine Erhaltungsgréfie fiir die Bewegung eines Teilchens in
einem Gravitations- oder Coulombpotential. Er ist gegeben durch

A=Fx L+mV(r)F mit V(r)=~/r.
Zeigen Sie daf {/T, H} =0 fir H=5-p*+ V(r).

Fiir die Rechnung ist es vorteilhaft zunéchst eine Produktregel fiir {A, BC'} herzu-
leiten, tun Sie dies.

25. Anisotroper harmonischer Oszillator (3 Punkte)

Das Potential eines Teilchens, welches sich in der x-y-Ebene bewegen kann sei
Viz,y) = %{a 2 + by? + 2cxy}. Versuchen Sie eine kanonische Transformation
auf neue Orte X,Y und Impulse Py, Py so zu finden, dafl in der transformierten
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Hamiltonfunktion K(Px, Py, X,Y) keine gemischten Terme ~ XY oder ~ PxPy
auftreten. Welche Erhaltungsgrofien existieren? Ist das System integrabel? Welche
Bedingungen an die Koeffizienten a, b und ¢ ergeben sich aus der Forderung, daf}
das Teilchen sich nicht beliebig weit von dem Ursprung entfernen kann. Geben Sie
die allgemeine Losung an, auch fiir den Fall, dafl die genannte Bedingung verletzt
ist.

26. Mathematisches Billard (342" Punkte)

Ein Teilchen bewegt sich reibungsfrei in einen Ebene innerhalb eines berandeten
Gebiets. Am Rand wird es ideal reflektiert. Betrachten Sie folgende Gebiete:

SOACHO

Rechteck Kreis Tortenstiick Stadium Kreis mit Loch

Ist die Bewegung in den jeweiligen Gebieten integrabel? Versuchen Sie Erhalt-
ungsgrofen zu finden und erleutern sie diese kurz. Fiir das Beispiel ” Kreis mit Loch”
gibt es Extrapunkte.

27. 'Translationsinvarianz in harmonischer Ndherung (2 Punkte)

Betrachten Sie N Teilchen mit unterschiedlichen Massen, deren Wechselwirkung
durch abstandsabhéngige Paarwechselwirkungen gegeben ist:

Vi{a)) = § Vi@ — @)

Welche Konsequenzen ergeben sich aus der Translationsinvarianz fiir die Entwick-
lungskoeffizienten ®; ,.; 3 und ®; .3 7

28. Gekoppelte Pendel, Schwebungen (5 Punkte)

Zwei Pendel (Masse m; und ms) sind durch eine schwache
Feder gekoppelt. Ohne Feder wiirden sie mit Frequenzen {2,
b.z.w. )y schwingen. Der Abstand der Aufhdngepunkte sei a,
die Auslenkungen ¢ b.z.w. g5 seien so klein, dafl die harmoni-
sche Ndherung zur Behandlung ausreicht. Die Kraft der Feder
sei F1 = —Fy, =k (a—q + ¢2) mit k > 0.

a) Konstruieren Sie die Hamiltonfunktion und berechnen Sie die Gleichge-
wichtslagen fiir kleine k (fir k =0: g, =G, =0).

b) Geben Sie die Hamiltonfunktion als Funktion der neuen Auslenkungen an.
Berechnen Sie die Eigenfrequenzen.

c) Diskutieren Sie speziell ; = Q5 = Q. Berechnen Sie die Eigenfrequenzen und
Eigenvektoren sowie die zugehorigen Auslenkungen.

d) Zur Zeit t = 0 sei die Auslenkung des linken Pendels aus der neuen Ruhelage
u1(0) = ug, die des rechten Pendels u2(0) = 0 und 4, (0) = 42(0) = 0. Berechnen Sie
up(t) und uy(t) fir Q = Qo und my = my = m.

e) Diskutieren Sie wy als Funktion von €, fiir vorgegebene Werte von €2; und x und
my, = my = m. Skizzieren Sie den Verlauf.
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29. Zweiatomige lineare Kette (4* Punkte)

Berechnen Sie das Spektrum einer zweiatomigen linearen Kette mit Wechselwirkung
zwischen néchsten Nachbarn in harmonischer Niaherung fiir longitudinale Schwing-
ungen n-1 n n+l
Die Gitterpléitze sind alternierend mit Atomen der O o O © (m) o
Masse m; mit [ = {1,2} besetzt. - 2 I

Untersuchen Sie den Ansatz wu;, = \/% Zul,k eFfin ynd Din = ﬁ Zpl,k el ftin,
e &

Welche Wellenvektoren sind physikalisch sinnvoll (periodische Randbedingungen)?
Skizzieren Sie das Spektrum.

30. Trommel (3* Punkte)
Fiir die Schwingungen einer Trommel findet man die partielle Differentialgleichung

2 2

mit dhnlichen Argumenten wie fiir die schwingende Saite. Bestimmen Sie die Eigen-
frequenzen fiir eine rechteckige Trommel (z =0--- Lund y = 0--- L’). Untersuchen
Sie dazu einen Separationsansatz u(z,y,t) = v(z) w(y) cos(wt + ).

Berechnen Sie die Grundfreqgenz und die Obertone als Vielfache der Grundfrequenz.
Ist das Spektrum der Eigenschwingungen (Obertone) harmonisch?

31. Triagheitsmomente (3* Punkte)

Berechnen Sie die Tréagheitsmomente in einem geeignetem
korperfesten Koordinatensystem fiir folgende Gegensténde:

z

a)  Methanmolekiil: Tragheitsmoment bezogen auf den
Schwerpunkt. Das Methanmolekiil besteht aus 4 Wasserstof-
fatomen, die einen reguldren Tetraeder formen, und einem
Kohlenstoffatom im Zentrum des Tetraeders. Y
b) Kreiszylinder mit Radius R und Lénge L, wieder bezogen auf den Schwerpunkt.
Der Zylinder sei homogen mit einem Material konstanter Dichte gefiillt.

c) Kreisel (siche Figur). Berechnen Sie das Tragheitsmoment sowohl

beziiglich des Schwerpunktes, wie auch beziiglich des Auflagepunktes.

Die Scheibe des Kreisels sei beliebig diinn, die Masse der Achse sei
vernachléassigbar.

32. Uberwindung einer Potentialstufe. I (10 Punkte)
Y

Ein Teilchen mit Masse m bewegt sich reibungsfrei in der x-
y-Ebene. Das Potential ist V =0 fiirx > 0und V =1, > 0
fiir x < 0. Die Bahn ist fiir z > 0 unter einem Winkel «

=il o T
vV ; geneigt. Das Teilchen hat eine Anfangsgeschwindigkeit .

0 A
a) Welche Groflen sind Erhaltungsgrofen? Welches sind
die dabei zugrundeliegenden Symmetrien? (3 Punkte)

b) Welche Geschwindigkeit u; hat das Teilchen fiir z < 07
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Unter welchem Winkel 3 (sin(3)) verlduft die Bahn fiir x < 07 Zeichnen Sie quali-
tativ sin(/3) als Funktion von sin(a). (3 Punkte)

c) Welche Werte kann « bei vorgegebenem uy annehmen damit das Teilchen iiber-
haupt die Potentialstufe iiberwindet? (2 Punkte)

d) Welche Geschwindigkeit w,;, mul das Teilchen bei vorgegebenem o mindestens
haben, damit es die Potentalstufe iibrwindet, was passiert fiir ug < Umin?
(2 Punkte)

33. Uberwindung einer Potentialstufe. II: Variationsverfahren (10 Punkte)

In dieser Aufgabe soll das Hamiltonprinzip angewandt auf den Hamiltonformalismus
fiir das in Aufgabe 1 behandelte Problem untersucht werden. Dazu betrachten Sie
das Wirkungsintegral

I(p,q) :/Otdt’{p“-q'“— H(p,q)}

und dessen Variation 01(p, q) bei festgehaltenen Werten von ¢(0) = g4 = (1,0,0)
und ¢(t) = g¢p = (—1,1,0).
Der Punkt C' sei zur Zeit ¢ erreicht, also ¢(t;) = gc = (0,11, 0).

a) Welchen Wert hat I(p, ¢) unter der Annahme, dafl p(t < t;) = p,

.
=

Pt > t1) = s, ¢t < t) = @ und ¢(t > t;) = . Dabei sei || und |i;] als
Funktion von /; und t; b.z.w. [y =1 — [y und t5 =t = t; gegeben. (4 Punkte)

b) Betrachten Sie 0I(p, q) = 0 fiir beliebige 6p7 5. Was ergibt sich daraus?
(2 Punkte

)
c) Betrachten Sie 01(p, q) = 0 fur 6ly = —dl;. Was ergibt sich daraus? (2 Punkte)
d) Betrachten Sie 61(p, q) = 0 fir 6ty = —0t,. Was ergibt sich daraus? (2 Punkte)

)

34. Eistanzerprobleme. (10 Punkte

Ein(e) Eistdnzer(in) tanzt eine Pirouette. Dieser Sachverhalt sei durch zwei gleiche
gegeniiberliegende Massen %m im Abstand ¢, von einer Drehachse in z-Richtung an-
genédhert. Er(sie) dreht sich anfangs mit einer Winkelgeschwindigkeit wy. Nun zieht
er(sie) langsam seine(ihre) Arme an, so dafl die betrachteten Massen den Abstand
¢y haben.

a) Gibt es Erhaltungsgrofien, die fiir die betrachtete Situation wichtig sind, falls ja

welche? (2 Punkte)
b) Welche Kraft muf} er(sie) aufbringen? Geben Sie die Kraft fiir beliebige [ an.
(2 Punkte)

c) Welche Arbeit mufl er(sie) leisten? Wie verhalt sich die Energie? (3 Punkte)

d) Betrachten Sie die Situation von System S’ aus, welches mit Winkelgeschwin-
digkeit wy um die z-Achse rotiert. Von &’ aus gesehen erscheinen die beiden Massen
zunéchst in Ruhe. Werden diese nun nach innen gezogen, beschleunigt sich die Win-
kelgeschwindigkeit, und von & aus gesehen bewegt sich der(die) Eisldufer(in) mit
einer Winkelgeschwindigkeit w(l) — wy, er(sie) wurde also beschleunigt. Welche Kraft
ist dafiir verantwortlich? (Keine Rechnung, nur qualitative Diskussion!)

(3 Punkte)
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35. Geladenes Teilchen im Magnetfeld. (10 Punkte)

Ein Teilchen mit Masse m tragt eine elektrische Ladung e. Es bewegt sich in einem
homogenen Magnetfeld B = (0,0, B).

a) Geben Sie das zugehorige Vektorpotential A an. Verwenden Sie eine Eichung so
dafl die Komponente A, = 0 ist und die beiden anderen Komponenten linear von
den Ortskoordinaten abhéngen. Welche Freiheit bleibt dann fiir die Wahl von A?
(Formelsammlung: B = V x A) (2 Punkte)

b) Geben Sie die zugehorige Lagrangefunktion an. Es empfielt sich das Magnetfeld
durch die Zyklotronfrequenz w. = -= B auszudriicken.

(Formelsammlung: U = —%ff - V) (2 Punkte)
c) Leiten Sie daraus die Bewegungsgleichungen her. (2 Punkte)
d) Geben Sie die zugehorigen kanonischen Impulse und die Hamiltonfunktion an.
(2 Punkte)
e) Zeigen Sie dafl die Energie erhalten ist. (2 Punkte)
36. Kriifte, Potentiale und Erhaltungsgrofien (10 Punkte)

Gegeben seien folgende Kraftfelder (in kartesischen Koordinaten):

a) Fo=(f(x,1),9(y,1),h(z,1))
)

—

Fy = f(Jr]) 7

d) Fy=(vf(2*+ %), uf (@ +9),9(2))
¢) Fo=(zf(®+9?),yf(z* +¢*),0)
In den jeweiligen Kraftfeldern bewegt sich ein Teilchen. Wenn z.B. f(x,t) angegeben
ist, ist immer eine allgemeine stetige Funktion gemeint.
Markieren Sie das entsprechende Késtchen mit einem x wenn die Aussage in der
jeweiligen Zeile fiir die Kraft in der zugehorigen Spalte zutrifft, mit 0 wenn sie nicht
zutrifft, markieren Sie das Késtchen nicht, wenn Sie unentschieden sind.
Fiir jede richtige Antwort gibt es 0.4 Punkte, fiir jede falsche Antwort —0.4 Punkte.
Falls Sie mehr falsche als richtige Antworten haben, gibt es insgesamt 0 Punkte.
Die Antworten miissen nicht begriindet werden.

(Wenn Sie noch etwas korrigieren wollen)
FanFchFe FanFchFe
Die Kraft besitzt ein Potential
Die Energie ist erhalten
Der Drehimpuls L ist erhalten
Die z—Komponente L, ist erhalten
Das System ist integrabel
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37. Drehkraftregler (10 Punkte)

Zur Regulierung der Drehgeschwindigkeit von Dampf-
maschinen wurden frither Gerdte der gezeigten Art ver-
wendet. Das Geriét rotiert mit einer Winkelgeschwindigkeit
2 um die z-Achse. Entsprechend der Drehgeschwindigkeit
andert sich der Winkel 9, was zur Regelung der Dampfzu- ms msg
fuhr (durch nicht gezeigte Bauteile) fiihrt. S
Die Kugeln werden als punktformig angesehen und haben Masse m. Die Masse des
Gesténges sei vernachlassigbar. 2 kann als zeitlich konstant angesehen werden.

a) Leiten Sie die Bewegungsgleichung fiir ¥(t) her. (3 Punkte)
b) Berechnen Sie alle moglichen Ruhelagen o als Funktion von 2. (3 Punkte)
c) Mit welcher Frequenz w schwingt 9(¢) fir kleine Auslenkungen um die in b)
berechneten Ruhelagen ¢ (harmonische Niherung). Welche Ruhelagen sind
stabil? (4 Punkte)

38. Satz von Steiner, physikalisches Pendel (10 Punkte)

Es sei @s der Tragheitstensor eines starren Korpers im korperfesten System,
bezogen auf Rotationen um den Schwerpunkt S. Der Korpers habe die Masse m. Er

kann um einen Punkt A im Abstand R (im kérperfesten System) vom Schwerpunkt
rotieren.

a) Bestimmen Sie den Trigheitstensor [€) r bezogen Rotationen

um Punkt A. (5 Punkte)

b) Ein physikalisches ebenes Pendel besteht aus einer Kreis-
scheibe aus Blech mit konstanter Dicke, Masse m und Radius
b. Das Zentrum der Scheibe befindet sich im Abstand a vom
Aufthéngepunkt A. Berechnen Sie die Komponente des Tréagheits-
tensors in Richtung der Drehachse, ©,,, bezogen auf den Schwer-
punkt sowie auf den Aufhingepunkt. Geben Sie die Bewegungs-
gleichung fiir den Auslenkungswinkel ¢ an. (5
Punkte)

Formelsammlung: éag = Z mi{fféa,g — fi,af’i,ﬁ}
i

39. Schallgeschwindigkeit in ausgedehnten Kérpern und in Stében (10 Punkte)

Fiir isotrope elastische Medien wurden folgende Gleichungen in der Vorlesung
hergeleitet (Dichte p):

Die Bewegungsgleichung fiir die Auslenkungen:
pﬁa(F, t) = Z vﬁo-a,ﬁ(f; t)

B
das Hookeschen Gesetz fiir den Spannungstensor:

0a0p(Ft) = Adag DVt (7 t) + p{ Vo up(7, ) + Vg ua (1) |
ol
und die Randbedingung fiir den Fall, dal keine Oberflachenkrifte wirken:

> n5(8)0a,5(5,1) =0
B
Dabei ist 7i(§) die Oberflichennormale in einem Punkt § der Oberfldche.
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a) Zeigen Sie, daf} eine ebene longitudinale Schallwelle in z-Richtung der Form

Uy = @ Sin (k(a; — ct)), uy = 0, u, = 0 Losung der obigen Bewegungsgleichung ist,
und bestimmen Sie die Schallgeschwindigkeit c. (3 Punkte)
b) Zeigen Sie fiir eine quaderformige Probe der Linge L > /¢, (in z-Richtung),
und der Breite und Hohe d (in y- b.z.w. z-Richtung), da§ mit obigem Ansatz die
Randbedingungen an den seitlichen Begrenzungsflachen (Flachen senkrecht zur
y- b.z.w. z-Achse) nicht erfiillt sind. Dabei ist ¢, = 27/k die Wellenléinge der
Schallwelle. Fiir d > ¢, spielt dies allerdings keine Rolle. (2 Punkte)
c¢) Fiir d < ¢}, muss man den obigen Ansatz erweitern:

Uy = a sin (k(m - ct)), u, = —by cos (k:(x - ct)), u, = —bz cos <k(a: - ct)).
Bestimmen Sie b so, dafi die Randbedingungen an den seitlichen Begrenzungs-
flachen fiir o,, b.z.w. o, erfiillt sind. Bestimmen Sie die Schallgeschwindigkeit
und vergleichen Sie diese mit dem in a) hergeleiteten Resultat. Versuchen Sie die
unterschiedlichen Werte kurz plausibel zu machen (5 Punkte)

Anmerkung: Im Prinzip sind weitere Korrekturen notwendig, die jedoch fiir d < ¢},
vernachléssigbar sind.

40. Zweiatomiges Molekiil (12 Punkte)

Betrachten Sie ein zweiatomiges Molekiil, bestehend aus identischen Atomen der
Masse m. Die Wechselwirkung der Atome ist durch ein Potential V' (r) gegeben,
wobei r = |7} — 75| der Abstand der beiden Atome ist.

a) Welche Erhaltungssitze gelten? Nehmen Sie an, daf der Schwerpunkt in Ruhe
ist, und da8 die Bewegung in der z-y-Ebene stattfindet. Sind diese Annahmen
einschréankend oder vereinfachen sie nur die Rechnung?

b) Fir die weitere Rechnung ist es zweckméifig, ebene Polarkoordinaten zu
verwenden, also 75 = (£3 7 cos(p), =3 7sin(p), 0).

Berechnen Sie die kinetische Energie und die kanonischen Impulse als Funktion von

r, 7, o und ¢. Geben Sie die Hamiltonfunktion an.

c) Zeigen Sie, dal der Drehimpuls L, erhalten ist, und leiten Sie die Bewegungs-
gleichung fiir r(¢) aus den Hamiltongleichungen her.

(Ergebnis: 27 = —Ve/ff(r) mit Vops(r) = mLEQ +V(r).)

d) Untersuchen Sie ein Potential V(r) = —Vhe " mit v > 0 und V; > 0. Geben Sie
die Bedingung dafiir an, dafl 7(t) = 7 nicht von der Zeit abhéangt (Kreisbahn). Der
Wert von 7 muf nicht explizit berechnet werden, er ist Losung einer transzendenten
Gleichung. Diskutieren Sie die moglichen Losungen qualitativ, z.B. anhand einer
Zeichnung von Vg¢(r) fiir grofe, mittlere und kleine Werte von L,. Zeigen Sie, da8

es eine Grenze L,,,, gibt, so dafl fiir L, > L,,., keine Losung existiert, und daf fiir

L. < L. zwei Losungen existieren. Wie verhélt sich das effektive Potential fiir

L, = Lz (Lya, miissen Sie nicht berechnen).
e) Charakterisieren Sie die moglichen Losungstypen der Bewegungsgleichung fiir

L, > Ly bzw. fiir L, < L. Welcher Losungstyp entspricht einem gebundenen
Molekiil?
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41. Geschwindigkeitsabhéngige Krifte (10 Punkte)

Ein Teilchen bewegt sich unter dem Einflu} einer der folgenden Krifte:

a) F, = —7 (Viskose Reibung. ¢ ist die Geschwindigkeit des Teilchens)

b) Fy=—2m&x 7T (Corioliskraft in einem gleichméBig um die z-Achse rotie-
renden System, mit J = (0,0,w). ¢ ist die Geschwindigkeit des Teilchens im
rotierenden System.)

—

c) F. =md x ((D X F) (Zentrifugalkraft in obigem System. 7 ist die Position
des Teilchens im rotierenden System.)

d) Fy = U X B (Teilchen mit Ladung e in einem homogenen Magnetfeld in
z-Richtung B = (0,0, B).)

Sind folgende Aussagen richtig? Machen Sie in das jeweilige Kédstchen ein x, wenn
Sie der Meinung sind, dafl die Aussage stimmt, ein 0, wenn Sie der Meinung sind,
daBl die Aussage falsch ist, keinen Eintrag, wenn Sie unsicher sind. Sie miissen die
Begriindung Threr Antworten nicht angeben. Fiir jede richtige Antwort erhalten Sie
1 Punkt, fiir jede falsche Antwort —% Punkt. (Gesamtpunktzahl > 0.)

Ein kurzer Hinweis auf die einschldgigen Kriterien (Formeln oder Stichworte) kann
Ihnen pro Aussage bis zu 1% Punkte retten.

A) Das Teilchen bewegt sich von 7 nach 75. Die resultierende Arbeit verschwin-
det

Anlalinls

B) Es existiert ein Potential U(#,¥) mit ¢ = 7 so daB (ﬁ) — ou , d ou

" O, ' dt O,
FaD FbD FCD FdD
C) Der Impuls in z-Richtung p, ist erhalten
FaD FbD FCD FdD
D) Der Drehimpuls in z-Richtung L, ist erhalten
FaD FbD FCD FdD

E) Die Energie ist erhalten

FlR[]F[]F] ]

42. Drehpendel (10 Punkte)
Drehpendel wurden friither fiir besonders empfindliche Mefiinstrumente verwendet,
z.B. Spiegelgalvanometer oder Gravitationsdrehwaage, da sich mit Hilfe eines
Torsionsfadens besonders kleine Riickstellkréifte realisieren lassen.
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Elg Dr.ehpendel besteht aus e%nem elaS’FlsCh 1sptropen e
zylindrischen Stab (Faden) mit Achse in z-Richtung, H
| |«

Liange [ und Durchmesser 2a. Der Stab ist an einem 2a| |}
Ende fest eingespannt. Am anderen Ende ist eine Kreis- !
scheibe mit Radius R und Masse m befestigt. Die Dreh- !
schwingungen der Kreisscheibe werden durch den Win- !
I
1

kel ¢(t) beschrieben.

a) Berechnen Sie die z-Komponente des Drehmoments

M, als Funktion des Winkels ¢, sowie die Feder- Y%
konstante k = — M, /.

Hinweis: Berechnen Sie zunéchst die Verschiebungen o fiir ein kleines Stiick der
Lange dl des Torsionsstabes, dessen Deck- und Bodenflache gegeneinander um den
Winkel d¢ verdreht sind. Daraus kénnen Sie die nichtverschwindenden Komponen-
ten des Verzerrungstensors 1 berechnen, mit Hilfe des Hookeschen Gesetzes den
Spannungstensor ¢ und schlieBlich die gesuchte Komponente des Drehmoments.

b) Wie héngt die Federkonstante x von dem Radius des Fadens a ab, wie wiirde die
Federkonstante fiir Dehnung des Fadens von a abhéingen? (~ a??)

c) Berechnen Sie das Haupttriagheitsmoment ©5 der Kreisscheibe.
d) Berechnen Sie die Schwingungsfrequenz des Drehpendels.
(Falls Sie a) nicht 16sen konnten, verwenden Sie M, = —kgp.)

43. Kreiselkompaf (8 Punkte)

Ein Kreisel mit Haupttrigheitsmoment O3 in Richtung der Fi-
gurenachse dreht sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit

w um diese. Der Kreisel befindet sich auf der Erdoberfliache

und seine Rotationsachse ist in einer beliebigen horizontalen =
Richtung €, auf der Erde fixiert, d.h. die Achse rotiert mit
der Erdrotation. Die Rotation des Kreisels wird also durch
W(t) = we,(t) beschrieben. Die Erde rotiert mit einer Winkel-
geschwindigkeit O=0 €., wobei w > () ist

a) Geben Sie den Drehimpuls des Kreisels L' im korperfesten
System, sowie L in einem fixsternfixiertes System (Inertialsy-
stem) fiir w >  an.

b) Berechnen Sie die Zeltableltung der Drehachse €, des Drehimpulses L und
mit das Drehmoment M das auf die Lager des Kreisels ausgeiibt wird.

c) Tatséchlich ist der Kreisel mit seiner horizontaler Achse auf einer Platform mo
iert, die sich um die Normale 77 drehen kann. Die Bewegung der Platform unter dem
Einflufl des vom Kreisel ausgeiibten Drehmoments ist stark geddampft. In welcher
Richtung wird sich der Kreisel nach dem Abklingen von Einschwingvorgéingen aus-
richten?

FINIS
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