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In den vergangenen Jahren hat sich die moderne Theorie der kondensierten Materie deutlich wei-
terentwickelt. Neue Phänomene verlangten nach neuen Methoden und Konzepten. Das Ziel dieser Vor-
lesung ist es, moderne Methoden und Konzepte einzuführen um mit ihrer Hilfe einige der Phänomene
zu verstehen, mit denen sich die Theorie der kondensierten Materie in den letzten Jahren beschäftigt
hat. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Vermittlung von Methoden. Ausgangspunkt ist die Sprache der
zweiten Quantisierung. Darauf aufbauend wird die feldtheoretische Formulierung für wechselwirkende
Bosonen und Fermionen eingeführt. Sie erlaubt zum einen eine elegante, diagrammatische Formulierung
der Vielteilchen-Störungstheorie, zum anderen die Herleitung von effektiven Theorien für unterschied-
liche Systeme. Ein einfaches Beispiel ist die Fermiflüssigkeitstheorie. Ähnliche Konzepte treten bei der
Beschreibung vieler anderer Phänomene auf: Quantenflüssigkeiten spielen eine wichtige Rolle für den
gebrochenzahlig Quantisierten Halleffekt (Nobelpreis 1998) und Superfluidität in Helium 3 (Nobelpreis
1996); Spinflüssigkeiten, Luttingerflüssigkeiten oder marginale Fermiflüssigkeiten werden im Zusam-
menhang mit Hochtemperatursupraleitern diskutiert. Eine spezielle Rolle spielen die eindimensionalen
Systeme, die oft exakt gelöst werden können und eigene, interessante Phänomene zeigen.

Die Vorlesung Theorie der kondensierten Materie ist komplementär zur Vorlesung Theoretische Fest-
körperphysik. Beide Vorlesungen können unabhängig voneinander gehört werden, ergänzen sich aber.
Die Theorie der kondensierten Materie ist ein guter Einstieg für alle, die sich für eine Diplomarbeit im
Bereich der modernen Vielteilchentheorie interessieren.

Literatur, die zum Teil zur Begleitung der Vorlesung dienen kann:

1. J.W. Negele, H.Orland: Quantum Many-Particle Systems. Addison Wesley, Redwood etc 1988.

2. E. Fradkin: Field Theories of Condensed Matter Systems. Addison Wesley, Redwood etc 1991.

Weitere Literatur wird in der Vorlesung bekanntgegeben.
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Kapitel 1

Wechselwirkende Fermionen und Bosonen

1.1 Quantensysteme mit vielen Teilchen

In der Realität hat man häufig mit Quantensystemen zu tun, die aus vielen Teilchen bestehen. Jedes ein-
zelne Teilchen kann durch eine Wellenfunktion beschrieben werden, die Element eines Hilbertraums ist.
Der Hilbertraum für zwei verschiedene Teilchen ist einfach das Produkt der Hilberträume der beiden
Teilchen. Für identische Teilchen gilt das nicht. Abhängig davon, ob es sich umBosonenoderFermionen
handelt, müssen die gemeinsamen Wellenfunktionensymmetrischoderantisymmetrischsein. Entspre-
chendes gilt, wenn man Systeme mit vielen Teilchen betrachtet. Wir werden im folgenden eine kompakte
Notation für die Beschreibung solcher Zustände entsprechender Operatoren einführen. Dies geschieht
zunächst getrennt für Fermionen und Bosonen.

1.2 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren für Fermionen

Sei{φi(~r,σ)} eine Orthonormalbasis von Einteilchenzuständen. Im folgenden seiq = (~r,σ). Eine Basis
von N-Teilchen Zuständen erhält man, wenn man im Fall von Fermionen aus den Einteichenzuständen
Slaterdeterminanten bildet:

|i1, i2, ..., iN〉=
1√
N!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
φi1(q1) φi1(q2) ... φi1(qN)
φi2(q1) φi2(q2) ... φi2(qN)

...
...

...
φiN(q1) φiN(q2) ... φiN(qN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Entwickelt man die Slaterdeterminante, so erhält man

|i1, i2, ..., iN〉=
1√
N!

∑
P

(−1)P∏
j

φi j (qiP( j))

Wegen der Konstruktion als Slaterdeterminante sind diese Zustände antisymmetrisch bei Vertauschung
zweier Indizes

|i1, ..., iα, ..., iβ, ..., iN〉=−|i1, ..., iβ, ..., iα, ..., iN〉
Normierung:

〈i1, i2, ..., iN|i1, i2, ..., iN〉= 1

Orthogonalität:

〈 j1, j2, ..., jN|i1, i2, ..., iM〉={
∑P(−1)P ∏k δ jk,iP(k) fallsN = M
0 fallsN 6= M.

5



6 KAPITEL 1. WECHSELWIRKENDE FERMIONEN UND BOSONEN

Ich definiere einen Erzeugungsoperator für ein Teilchen im Zustandi durch

c†
i |i1, i2, ..., iN〉= |i, i1, i2, ..., iN〉

c†
i bildet also Zustände mitN Teilchen auf solche mitN +1 Teilchen ab. Die rechte Seite kann aber auch

verschwinden, und zwar für Fermionen genau dann, wenn einer der Indizesik = i ist. Es gilt

c†
i c

†
j |i1, i2, ..., iN〉 = |i, j, i1, i2, ..., iN〉

= −| j, i, i1, i2, ..., iN〉
= −c†

jc
†
i |i1, i2, ..., iN〉

Da diese Beziehung für alle Zustände gilt, gilt allgemein

c†
i c

†
j =−c†

jc
†
i

Damit gilt auchc†
i c

†
i = 0 für Fermionen. Zudem gilt

|i1, i2, ..., iN〉= c†
i1c

†
i2...c

†
iN |vak.〉

Man kann den zuc†
i hermitesch adjungierten Operatorci einführen:

〈 j1, ..., jM|ci |i1, ..., iN〉= 〈i1, ..., iN|c†
i | j1, ..., jM〉∗

= 〈i1, ..., iN|i, j1, ..., jM〉∗

=
{

δi1,iδi2, j1...−δi1, j1δi2,i± ... insgesamtN! Permutationen, fallsN = M +1
0 fallsN 6= M +1.

= δi1,i〈i2, ..., iN| j1, ..., jM〉∗−δi2,i〈i1, i3, ..., iN| j1, ..., jM〉∗+ ...(NTerme).

Damit gilt
ci |i1, ..., iN〉= δi1,i |i2, ..., iN〉−δi2,i |i1, i3, ..., iN〉+ ...(NTerme).

und
ci |vak.〉= 0

Die Vertauschungsrelation der Erzeugungsoperatorenc†
i überträgt sich auf die Vernichtungsoperatorenci :

cic j =−c jci

Man führt den Antikommutator[A,B]+ = AB+BAein und schreibt

[c†
i ,c

†
, ]+ = 0, [ci ,c j ]+ = 0

Wegen
c†

i c j |i1, ..., iN〉= δi1, j |i, i2, ..., iN〉−δi2, j |i, i1, i3, ..., iN〉+ ...

c jc
†
i |i1, ..., iN〉= δi, j |i1, ..., iN〉−δi1, j |i, i2, ..., iN〉+ δi2, j |i, i1, i3, ..., iN〉+ ...

gilt
(c jc

†
i +c†

i c j)|i1, ..., iN〉= δi, j |i1, ..., iN〉

und, da dies wieder für alle Zustände gilt

[c†
i ,c j ]+ = δi, j
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1.3 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren für Bosonen

Bosonische Vielteichen-Wellenfunktionen sind symmetrisch. Man kann analog zu den Fermionen den
Ansatz

|i1, i2, ..., iN〉=
1√
N!

∑
P

∏
j

φi j (qiP( j))

machen. Allerdings stimmt die Normierung noch nicht. Da diese Wellenfunktion symmetrisch gegenüber
dem Vertauschen zweier Indizesi j ist, verschwindet sie nicht, wenn zwei Indizes gleich sind. Seini die
Anzahl der Teilchen im Zustandi. Dann gilt

〈i1, i2, ..., iN|i1, i2, ..., iN〉= ∏
i∈{i1,...,iN}

ni !

Mit der richtigen Normierung gilt also

|i1, i2, ..., iN〉=
1√

N! ∏i∈{i1,...,iN}ni !
∑
P

∏
j

φi j (qiP( j))

und damit

〈 j1, j2, ..., jN|i1, i2, ..., iM〉={
1

∏i∈{i1,...,iM} ni ! ∑P ∏k δ jk,iP(k) falls N = M

0 falls N 6= M.
(1.1)

Für Bosonen werden Erzeugungsoperatoren gemäß

c†
i |i1, i2, ..., iN〉=

√
ni +1|i, i1, i2, ..., iN〉

eingeführt. Dabei istni die Anzahl der Teilchen im Einteilchenzustandi in |i1, i2, ..., iN〉. Das ist ganz ana-
log zu den Aufsteigeoperatoren im harmonischen Oszillator. Man kann den zuc†

i hermitesch adjungierten
Operatorci einführen:

〈 j1, ..., jM|ci |i1, ..., iN〉= 〈i1, ..., iN|c†
i | j1, ..., jM〉∗

=
√

ni +1〈i1, ..., iN|i, j1, ..., jM〉∗

=
√

ni +1

∏i′∈{i1,...,iN}ni′ !

{
δi1,iδi2, j1...+ δi1, j1δi2,i + ... insgesamtN! Permutationen, fallsN = M +1
0 falls N 6= M +1.

=
1√

ni +1
(δi1,i〈i2, ..., iN| j1, ..., jM〉∗+ δi2,i〈i1, i3, ..., iN| j1, ..., jM〉∗+ ...(N Terme)) .

Hierbei istni die Anzahl der Teilchen im Einteilchenzustandi in | j1, ..., jM〉. Damit gilt

ci |i1, ..., iN〉=
1
√

ni
(δi1,i |i2, ..., iN〉+ δi2,i |i1, i3, ..., iN〉+ ...(NTerme))

wobei jetztni die Anzahl der Teilchen im Einteilchenzustandi in |i1, ..., iN〉 ist (das ist ein Teilchen mehr
als in| j1, ..., jM〉). Analog zum fermionischen Fall berechnet man

[c†
i ,c

†
j ]− = 0
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[ci ,c j ]− = 0

[ci ,c
†
j ]− = δi, j

wobei jetzt[., .]− der Kommutator ist. Die Erzeugungsoperatoren können genutzt werden, um alle Viel-
teilchenzustände zu erzeugen:

|i1, i2, ..., iN〉=
1√

∏i∈{i1,...,iN}ni !
c†

i1c
†
i2...c

†
iN |vak.〉 (1.2)

Zusammenfassung: Erzeuger und Vernichter

Führt man eine Variableζ ein, die für Fermionen−1, für Bosonen+1 ist, dann lassen sich die Formeln
für Fermionen und Bosonen in der kompakten Form

|i1, i2, ..., iN〉=
1√

N! ∏i∈{i1,...,iN}ni !
∑ζP

P∏
j

φi j (qiP( j)) (1.3)

〈 j1, j2, ..., jN|i1, i2, ..., iM〉={
1

∏i∈{i1,...,iM} ni ! ∑ζP
P ∏k δ jk,iP(k) fallsN = M

0 fallsN 6= M.
(1.4)

c†
i |i1, i2, ..., iN〉=

√
ni +1|i, i1, i2, ..., iN〉 (1.5)

ci |i1, ..., iN〉=
1
√

ni
(δi1,i |i2, ..., iN〉+ ζδi2,i |i1, i3, ..., iN〉+ ...(NTerme)) (1.6)

[c†
i ,c

†
j ]−ζ = 0 (1.7)

[ci ,c j ]−ζ = 0 (1.8)

[ci ,c
†
j ]−ζ = δi, j (1.9)

|i1, i2, ..., iN〉=
1√

∏i∈{i1,...,iN}ni !
c†

i1c
†
i2...c

†
iN |vak.〉 (1.10)
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1.4 Einteilchenoperatoren

Betrachte den Operator
N̂ = ∑

i

c†
i ci

Es gilt
c†

i ci |i1, ..., iN〉= (δi1,i + δi2,i + ...+ δiN,i)|i1, ..., iN〉
also

N̂|i1, ..., iN〉= N|i1, ..., iN〉
N̂ ist der Teilchenzahloperator. Er ist ein Einteilchenoperator, denn er kann auf Zustände mit einem Teil-
chen angewandt werden. Ein allgemeiner EinteilchenoperatorT (zum Beispiel der Operator der kineti-
schen Energie oder ein Potential) kann natürlich auch in der bisher verwandten Einteilchenbasis verwen-
det werden. Es gilt

T|i1〉= ∑
i

ti,i1|i〉

Wir betrachten zunächst Operatoren, die in der gewählten Basis diagonal sind, d.h.

T|i〉= ti |i〉

Für N-Teilchen Zustände gilt dann analog

T|i1, ..., iN〉= ∑
j

ti j |i1, ..., iN〉

Der Operator wirkt auf alle Teilchen separat. Ich behaupte

T = ∑
i

tic
†
i ci

Mit diesemT gilt

T|i1, i2, ..., iN〉= T
1√

ni1 +1
c†

i1|i2, ..., iN〉=
1√

ni1 +1
[T,c†

i1]|i2, ..., iN〉+
1√

ni1 +1
c†

i1T|i2, ..., iN〉

und ferner mit
[T,c†

i1] = ∑
i

ti [c†
i ci ,c

†
i1] = ti1c

†
i1

T|i1, i2, ..., iN〉 = ti1|i1, i2, ..., iN〉+c†
i1T|i2, ..., iN〉

= ∑
j

ti j |i1, ..., iN〉

Dieser Ausdruck stimmt mit dem von oben fürT überein.
Allgemeiner werden wir auch Einteilchenoperatoren betrachten, die nicht diagonal sind. Da sich jeder

hermitesche Operator mit Hilfe einer unitären Transformation diagonalisieren läßt, müssen wir überle-
gen, wie eine solche unitäre Transformation der Basis auf die Einteilchenoperatoren wirkt. Führen wir
also eine neue Basis|α〉= ∑i uαi |i〉 ein, wobeiU = (uαi) eine unitäre Matrix ist. Die neuen Erzeugungs-
operatoren bezeichnen wir mitc†

α. Es gilt

c†
α|vak.〉 = |α〉

= ∑
i

uαi |i〉

= ∑
i

uαic
†
i |vak.〉

= ∑
i

〈α|i〉c†
i |vak.〉
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Wir setzen also
c†

α = ∑
i

〈α|i〉c†
i

c†
i = ∑

i

〈i|α〉c†
α

cα = ∑
i

〈i|α〉ci

ci = ∑
i

〈α|i〉cα

Es gilt dann

T = ∑ tic
†
i ci

= ∑
i,α,β

ti 〈α|i〉〈i|β〉c†
αcβ

= ∑
α,β

tα,βc†
αcβ

Das ist die allgemeine Form für Einteilchenoperatoren.

Beipiele:

• Potential:V(~r)

ti, j =
∫

d3r φ∗i (~r)V(~r)φ j(~r)

• Kinetische Energie:

ti, j =
∫

d3rφ∗i (~r)
(
− h̄2

2m

)
φ j(~r)

In der Orthonormalbasisφ~k,σ = 1√
V

exp(i~k ·~r)χσ findet man

T = ∑
~k,σ

h̄2~k2

2m
c†
~k,σ

c~k,σ

1.5 Wechselwirkungen

In dieser Vorlesung werden wir hauptsächlich wechselwirkende Systeme betrachten. Die meisten Wech-
selwirkungen sind Paar-Wechselwirkungen. Es sind also zwei Teilchen beteiligt. Solche Wechselwirkun-
gen lassen sich durch Zweiteilchenoperatoren beschreiben. Im allgemeinen kann man nicht erwarten,
daß Wechselwirkungen in einer Basis diagonal sind, die aus Einteilchenzuständen konstruiert ist. Der
Einfachheit halber wollen wir aber zunächst von einem solchen Fall ausgehen. Bezeichnet manV den
Operator der Wechselwirkung, dann gilt in dieser Basis

V|i, j〉= Vi j |i, j〉.
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|i, j〉 ist ein Zwei-Teilchen-Zustand. Für Matrixelemente mitN-Teilchen-Zuständen erhält man

〈 j1 . . . jN|V|i1 . . . iN〉 = ∑
P

ζP1
2 ∑

k6=k′
〈 jPk, jPk′ |V|ik, ik′〉 ∏

l 6=k,k′
〈 jPl |i l 〉

=

(
1
2 ∑

k6=k′
Vik,ik′

)
〈 j1 . . . jN|i1 . . . iN〉

Die Summe1
2 ∑k6=k′ ist eine Summe über alle Paare von Teilchen im Zustand|i1 . . . iN〉. Ist i 6= i′, so ist die

Anzahl von Paaren von Teilchen in den Zuständeni und i′ durchnini′ gegeben. Isti = i′, so ist die Zahl
der Paareni(ni−1). Die Anzahl der Paare ist also

nin j −δi, jni = c†
i cic

†
jc j −δi, jc

†
i ci

= ζc†
i c

†
jcic j

= c†
i c

†
jc jci

Daher gilt

V =
1
2 ∑

i, j

Vi, jc
†
i c

†
jc jci =

1
2 ∑

i, j

〈i, j|V|i, j〉c†
i c

†
jc jci

Transformiert man auf eine beliebige Basis, so erhält man

V =
1
2 ∑

i, j,k,l

〈i, j|V|k, l〉c†
i c

†
jcl ck

Dies ist schon die allgemeine Form eines Zweiteilchenoperators. Jede Zwei-Teilchen-Wechselwirkung
wird in dieser Form geschrieben.

Die Darstellung eines Operators, zum Beispiel des Hamiltonoperators eines gegebenen Modells,
mit Hilfe von Erzeugungsoperatoren und Vernichtungsoperatoren ist letztlich eine sehr praktische Kurz-
schreibweise für die Matrixelemente dieses Operators in einer gegebenen Basis. Der entscheidende Vor-
teil dieser Schreibweise ist es, daß die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sehr einfache, algebrai-
sche Beziehungen erfüllen. Dadurch lassen sich viele Rechnungen sehr viel einfacher durchführen.

1.6 Kohärente Zustände

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sind Operatoren, die Zustände von einem auf einen anderen
Hilbertraum abbilden: Aus einem Zustand mitN Teilchen wird einer mitN± 1 Teilchen. Durch suk-
zessives Anwenden von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren kommt man so in Hilberträume mit
beliebiger Teilchenzahl. Die direkte Summe aller Hilberträume (mitN Teilchen,N = 0, . . . ,∞) nennt man
Fockraum. Mit Hilfe der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren wird der gesammte Fockraum auf-
gespannt. Für quantenmechanische Vielteilchensysteme ist es sinnvoll, im Fockraum zu arbeiten. Zum
einen gibt es Systeme, bei denen die Teilchenzahl ohnehin keine gute Quantenzahl ist, zum anderen ist es
vielfach bequem, mit einem großkanonischen Ensemble zu rechnen.

Bisher haben wir als Basis im Fockraum die aus den Einteilchenzuständen gebildetenN-Teilchenzustände
gewählt. Es gibt aber eine andere Basis, die sich als nützlich erwiesen hat, die sogenannten kohärenten
Zustände. Dies sind die Eigenzustände der Vernichtungsoperatoren.

Man kann sich zunächst klarmachen, daß ein Erzeugungsoperator keinen Eigenzustand haben kann.
Nehmen wir an, es gäbe einen solchen Zustand. Dann wäre er eine Summe aus Zuständen mit unter-
schiedlichen Teilchenzahlen. In dieser Summe gäbe es einen Beitrag mit minimaler Teilchenzahl. Wen-
det man einen Erzeuger an, wird aber die Teilchenzahl erhöht. Es kann also keinen Beitrag mit kleinster
Teilchenzahl, also auch keinen Eigenzustand geben.
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Ein entsprechendes Argument kann man für einen Vernichtungsoperator nicht anführen, da es im
Fockraum keinen Zustand mit maximaler Teilchenzahl gibt. Wir nehmen also an, wir hätten zu einem
Vernichtungsoperator einen Eigenzustand gefunden, i.e.

ci |φ〉= φi |φ〉.

Da für Bosonen die verschiedenen Vernichtungsoperatoren vertauschen, gilt dies auch für die Eigenwer-
te. Für Bosonen können die Eigenwerte also normale, komlexe Zahlen sein. Für Fermionen erhält man
beim Vertauschen zweier Vernichtungsoperatoren ein Vorzeichen. Für Fermionen können dieφi also kei-
ne komplexen Zahlen sein. Wir diskutieren daher zunächst kohärente Zustände für Bosonen und werden
danach ein mathematisches Werkzeug einführen, mit Hilfe dessen sich auch kohärente Zustände für Fer-
mionen erzeugen lassen.

1.6.1 Kohärente Zustände für Bosonen

Ein Zustand mitni Bosononen im Einteilchenzustand|i〉, i = 1, . . . ,N kann mit Hilfe von Erzeugern und
Vernichtern in der Form

|n1,n2, . . . ,nN〉= ∏
i

(
1√
ni !

(c†
i )

ni

)
|vak.〉

geschrieben werden. Es gilt

ci |n1,n2, . . . ,nN〉=
√

ni |n1,n2, . . . ,ni−1, . . . ,nN〉

Für den kohärenten Zustand|φ〉 setzen wir

|φ〉= ∑
n1,n2,...,nN

φn1,n2,...,nN |n1,n2, . . . ,nN〉

Die Bedingungci |φ〉= φi |φ〉 lautet dann

φiφn1,...,ni ,...,nN =
√

ni +1φn1,...,ni+1,...,nN

Damit erhält man

φn1,n2,...,nN = ∏
i

φni
i√
ni !

und somit

|φ〉 = ∑
n1,n2,...,nN

∏
i

(
φni

i

ni !
(c†

i )
ni

)
|vak.〉

= exp(∑
i

φic
†
i )|vak.〉

Wendet man einen Erzeugungsoperator auf einen kohärenten Zustand an, so erhält man

c†
i |φ〉 = c†

i exp(∑
i

φic
†
i )|vak.〉

=
∂

∂φi
|φ〉

Als nächstes berechnen wir den Überlapp von zwei kohärenten Zuständen:
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〈ψ|φ〉 = ∑
n1,...,nN

∑
m1...mN

∏
i

(
ψ∗mi

i φni
i√

mi !ni !

)
〈m1, . . . ,mN|n1, . . . ,nN〉

= ∑
n1,...,nN

∏
i

(
ψ∗ni

i φni
i

ni !

)
= exp(∑

i

ψ∗i φi)

Man kann zeigen, daß die kohärenten Zustände übervollständig sind. Diese Eigenschaft wird im folgen-
den sehr wichtig sein. Wir zeigen, daß die Beziehung∫

D[φ]exp(−∑
i

φ∗i φi)|φ〉〈φ|= 1

gilt, wobei

D[φ] = ∏
i

d(Reφi)d(Imφi)
π

gilt. Um dies zu zeigen, berechnen wir den Kommutator

[ci , |φ〉〈φ|] = (φi−
∂

∂φ∗i
)|φ〉〈φ|

Damit gilt dann

[ci ,
∫

D[φ]exp(−∑
i

φ∗i φi)|φ〉〈φ|] =
∫

D[φ]exp(−∑
i

φ∗i φi)(φi−
∂

∂φ∗i
)|φ〉〈φ|

Der Term mit der Ableitung kann partiell integriert werden, man sieht dann, daß die rechte Seite ver-
schwindet. Also kommutieren alle Vernichterci mit dem Ausdruck

∫
D[φ]exp(−∑i φ∗i φi)|φ〉〈φ|. Dieser

Ausdruck muß also eine Zahl sein. Bildet man den Erwartungswert dieses Ausdrucks im Vakuum, so
findet man ∫

D[φ]exp(−∑
i

φ∗i φi)〈vak.||φ〉〈φ|vak.〉=
∫

D[φ]exp(−∑
i

φ∗i φi) = 1

Damit ist die Vollständigkeit gezeigt. Mit Hilfe der Vollständigkeit kann man leicht eine Formel für die
Spur eines Operators angeben:

TrA =
∫

D[φ]exp(−∑
i

φ∗i φi)〈φ|A|φ〉

Ebenso läßt sich ein beliebiger Zustand| f 〉 nach den kohärenten Zuständen entwickeln:

| f 〉=
∫

D[φ]exp(−∑
i

φ∗i φi)〈φ| f 〉|φ〉

Den Ausdruck
f (φ∗) := 〈φ| f 〉

bezeichnet man als die Darstellung von| f 〉 in kohärenten Zuständen, so wie manf (x) = 〈x| f 〉 als die
Ortsdarstellung von| f 〉 bezeichnet. Es ist nützlich zu wissen, wie die Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren in dieser Darstellung wirken. Dazu berechnen wir

〈φ|ci | f 〉= 〈 f |c†
i |φ〉

∗ =
(

∂
∂φi
〈 f |φ〉

)∗
=

∂ f (φ∗)
∂φ∗i
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und ebenso
〈φ|c†

i | f 〉= 〈 f |ci |φ〉∗ = (φi〈 f |φ〉)∗ = φ∗i f (φ∗)

Man kann also symbolisch

ci =
∂

∂φ∗i
, c†

i = φ∗i

schreiben. Man erkennt sofort, daß die Vertauschungsrelationen damit erfüllt sind. Die Konsequenz ist,
daß man einen Hamiltonoperator, der in der Teilchenzahldarstellung ausgedrückt durch Erzeuger und
Vernichter in der FormH({c†

i ,ci}) geschrieben wird, in der Darstellung mit kohärenten Zuständen als
H({φ∗i , ∂

∂φ∗i
}) geschrieben werden kann. Die Eigenwertgleichung lautet demnach

H({φ∗i ,
∂

∂φ∗i
}) f (φ∗) = E f(φ∗)

Damit erhält man auch sofort eine Formel für Matrixelemente eines OperatorsA({c†
i ,ci}):

〈φ|A({c†
i ,ci})|ψ〉= A({φ∗i ,ψi})exp(∑

i

φ∗i ψi)

wobei man anehmen muß, daß alle Erzeuger links von den Vernichtern stehen. Diese Form der Ordnung
heißt Normalordnung. Schon aus der Definition der kohärenten Zustände ist klar, daß sie keine Zustände
mit fester Teilchenzahl sind. Der Erwartungswert vonni = c†

i ci ist durchφ∗i φi gegeben, die Gesamtteil-
chenzahl ist alsōN = ∑i φ∗i φi . Für die quadratische Abweichung erhält man

〈φ|(N̂− N̄)2|φ〉
〈φ|φ〉

= ∑
i

φ∗i φi = N̄

Die relative Abweichung der Teilchenzahl von ihrem Mittelwert ist also∝ N̄−1/2 und verschwindet im
thermodynamischen Limes.

1.6.2 Grassmannalgebra

Wir haben gesehen, daß man mit den kohärenten Zuständen für Bosonen gut rechnen kann und werden
von diesen Zuständen in Zukunft sehr viel Gebrauch machen. Es wäre also nützlich, ein entsprechendes
Konzept auch für Fermionen zu haben. Wir haben schon gesehen, daß aufgrund der Vertauschungsrelatio-
nen für fermionische Vernichter deren Eigenwerte beim Vertauschen ein Vorzeichen erzeugen. Sie können
also keine gewöhnlichen Zahlen sein. Man nennt solche Größen Grassmannvariable. Für sie lassen sich
alle Rechenoperationen definieren, sie bilden eine Grassmannalgebra. Wir werden in diesem Unterab-
schnitt die wichtigsten Rechenregeln für diese Größen kennenlernen. Die Grassmannalgebra wird von
einer Menge{ξi , i = 1, . . . ,N} von Erzeugern aufgespannt. Die fundamentale Regel ist

ξiξ j + ξ jξi = 0

und damit
ξ2

i = 0

Wir werden im folgenden eine erweiterte Grassmannalgebra benutzen, die von den Erzeugern{ξi ,ξ∗i , i =
1, . . . ,N} gebildet wird. Der∗ ist dabei eine symbolische Operation, für die die Regeln

(ξi)∗ = ξ∗i
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(ξ∗i )∗ = ξi

(ξiξ j)∗ = ξ∗j ξ
∗
i

gelten. Als nächstes betrachten wir Funktionen derξi undξ∗i . Dies sind einfach Polynome derξi undξ∗i ,
wobei in jedem Monom ein Faktorξi natürlich nur einmal vorkommen kann, da sein Quadrat verschwin-
det. Bekannte analytische Funktionen definieren wir durch ihre Taylorentwicklung. So gilt zum Beispiel
exp(ξi) = 1+ξi . Hat man Funktionen definiert, so kann man als nächstes Ableitungen dieser Funktionen
definieren. Es gilt

∂
∂ξi

ξi = 1

Hat man ein Produkt von mehreren Grassmannvariablen, so muß der Faktor, nach dem abgeleitet wird,
zunächst bis zu der Ableitung nach vorne getauscht werden. Es gilt also zum Beispiel

∂
∂ξi

ξ∗j ξkξl ξi =
∂

∂ξi
(−ξiξ∗j ξkξl ) =−ξ∗j ξkξl

Wird ein Ausdruck abgelitten, in dem die Variable, nach der abgelitten wird, nicht vorkommt, dann ver-
schwindet die Ableitung. Im übrigen gelten die gewohnten Produktregeln bis auf die Vorzeichen, die vom
Vertauschen der Variablen herrühren. Ableitungen untereinander antivertauschen ebenso wie die Varia-
blen selbst:

∂
∂ξi

∂
∂ξ j

=− ∂
∂ξ j

∂
∂ξi

Als nächstes definieren wir Integrale über Grassmannfelder. Natürlich gibt es kein Integral, das einem
Riemannintegral analog wäre. Das Integral über Grassmannfelder ist eine lineare Abbildung, die die glei-
chen Eigenschaften wie ein gewöhnliches Integral über Funktionen hat, die im Unendlichen verschwin-
den, wobei das Integral über ein totales Differential verschwindet. Das bedeutet, daß das Integral über 1
verschwindet, da 1 die Ableitung vonξ nachξ ist. ξ selbst ist keine Ableitung. Das Integral überξ kann
frei definiert werden. Die übliche Konvention ist∫

dξ1 = 0

∫
dξξ = 1

Das gleiche gilt für die Größenξ∗i . Zu beachten ist, daß die Variable, über die integriert wird, immer vorne
stehen muß. Betrachten wir als Beispiel eine Funktion

f (ξ1,ξ2) = a0 +a1ξ1 +a2ξ2 +a12ξ1ξ2

Es gilt ∫
dξ2 f (ξ1,ξ2) = a2−a12ξ1

und damit weiter ∫
dξ1dξ2 f (ξ1,ξ2) =−a12
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aber ∫
dξ2dξ1 f (ξ1,ξ2) = a12

Die Ausdrückedξi antivertauschen also ebenso wie die Variablenξi selbst. Mit diesen Definitionen kann
man alle Integrale sofort berechen. Es gilt zum Beispiel∫

dξdξ∗exp(−ξξ∗) =
∫

dξdξ∗(1−ξξ∗) = 1

Als letztes definieren wir ein Skalarprodukt für Funktionen von Grassmannvariablen. Seienf undg Funk-
tionen vonξ1, . . . ,ξN, dann sei

〈 f |g〉=
∫

D[ξ]exp(−∑
i

ξ∗i ξi) f ∗(ξ1, . . . ,ξN)g(ξ∗1, . . . ,ξ
∗
N)

mit
D[ξ] = ∏

i
(dξ∗i dξi)

Mit Hilfe der Grassmannvariablen sind wir in der Lage, kohärente Zustände für Fermionen zu konstruie-
ren.

1.6.3 Kohärente Zustände für Fermionen

Zunächst müssen wir erklären, wie die Grassmannvariablen mit den Erzeugern und Vernichtern für die
Fermionen vertauschen. Es ist natürlich anzunehmen, daß

[ci ,ξ j ]+ = [c†
i ,ξ j ]+ = [ci ,ξ∗j ]+ = [c†

i ,ξ
∗
j ]+ = 0

für alle i, j. Als Ansatz für den kohärenten Zustand nehmen wir

|ξ〉= exp(−∑
i

ξic
†
i )|vak.〉= ∏

i
(1−ξic

†
i )|vak.〉

Der zweite Ausdruck ergibt sich aus dem ersten, wenn man beachtet, daß alle Ausdrücke derFormξic
†
i

miteinander vertauschen, so daß man die Exponentialfunktion in ein Produkt einzelner Exponentialfunk-
tionen zerlegen kann. Auch jeder Vernichterc j vertauscht mitξic

†
i soferni 6= j. Für i = j gilt

ciξic
†
i =−ξicic

†
i =−ξi(1−c†

i ci)

Damit erhält man
ci |ξ〉= ξi |ξ〉

Wendet man einen Erzeuger auf einen kohärenten Zustand an, so ergibt sich

c†
i |ξ〉 = c†

i (1−ξic
†
i )∏

j 6=i

(1−ξ jc
†
j)|vak.〉

= c†
i ∏

j 6=i

(1−ξ jc
†
j)|vak.〉

= − ∂
∂ξi

(1−ξic
†
i )∏

j 6=i

(1−ξ jc
†
j)|vak.〉

= − ∂
∂ξi
|ξ〉
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Für das Skalarprodukt zweier kohärenter Zustände gilt

〈ξ|χ〉= 〈vak.|∏
i

(1−ciξ∗i )(1−ξic
†
i )|vak.〉= ∏

i
(1+ ξ∗i χi) = exp(∑

i

ξ∗i χi)

Als nächstes wollen wir die Vollständigkeitsbeziehung∫
D[ξ]exp(−∑

i

ξ∗i ξi)|ξ〉〈ξ|= 1

zeigen. Wir definieren dazu

E =
∫

D[ξ]exp(−∑
i

ξ∗i ξi)|ξ〉〈ξ|

und zeigen, daß
〈i1, . . . , in|E| j1, . . . , jm〉= 〈i1, . . . , in| j1, . . . , jm〉 (1.11)

gilt. Zunächst hat man
〈i1, . . . , in|ξ〉= 〈vak.|cin . . .ci1|ξ〉= ξin . . .ξi1

und damit

〈i1, . . . , in|E| j1, . . . , jm〉=
∫

D[ξ]∏
i

(1−ξ∗i ξi)ξin . . .ξi1ξ∗j1 . . .ξ
∗
jm

Nun gilt ∫
dξ∗i dξi(1−ξ∗i ξi)ξiξ∗i = 1∫
dξ∗i dξi(1−ξ∗i ξi)ξi = 0∫
dξ∗i dξi(1−ξ∗i ξi)ξ∗i = 0∫
dξ∗i dξi(1−ξ∗i ξi) = 1

Daher erhält man nur dann einen Beitrag, wennn = m gilt und {i1, . . . , in} = { j1, . . . , jm}. Wenn diese
Bedingung erfüllt ist, muß man dieξik nur so permutieren, daß ihre Reihenfolge mit der derξ∗jk überein-
stimmt. Das Ergebnis ist gerade ein Vorzeichen, daß man auch bei der Berechnung des Skalarpodukts in
(1.11) erhält. Damit ist die Vollständigkeit gezeigt. Aus der Vollständigkeit ergibt sich sofort

TrA =
∫

D[ξ]exp(−∑
i

ξ∗i ξi)〈−ξ|A|ξ〉

wobei das Vorzeichen in〈−ξ| daher kommt, daß man beim Vertauschen von|ξ〉 mit 〈ξ| für jede Grass-
mannvariable ein Vorzeichen bekommt. (Beispiele: Tr1= 2N, Trc†

i ci = 2N−1 für ein System mitN Ein-
teilchenzuständen). Aus der Vollständigkeit ergibt sich weiter

| f 〉=
∫

D[ξ]exp(−∑
i

ξ∗i ξi)〈−ξ| f 〉|ξ〉

und wir können den Ausdruck
f (ξ∗) := 〈−ξ| f 〉

wie im bosonischen Fall als die kohärente Darstellung eines Zustands| f 〉 definieren. Man erhält
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〈−ξ|ci | f 〉 = (〈 f |c†
i |−ξ〉)∗

=
∂

∂ξ∗i
〈 f |−ξ〉∗

=
∂

∂ξ∗i
f (ξ∗)

und analog
〈−ξ|c†

i | f 〉= ξ∗i f (ξ∗)

Die Erzeugerc†
i und Vernichterci für Fermionen lauten in der kohärenten Darstellung alsoξ∗i und ∂

∂ξ∗i
.

Die Vertauschungsrelationen sind erfüllt. Wie im bosonischen Fall sind die Matrixelemente eines normal-
geordneten Operators (Erzeuger stehen links von Vernichtern)A({c†

i ,ci}) durch

〈ξ|A({c†
i ,ci})|χ〉= A({ξ∗i ,χi})〈ξ|χ〉

gegeben. Allerdings ist zu beachten, daß etwa der Erwartungswert der Teilchenzahl in einem kohärenten
Zustand damit durch∑i ξ∗i ξi gegeben ist und also keine reelle Zahl ist. Im Gegensatz zu den bosonischen
kohärenten Zuständen, die Elemente des Fockraums sind, sind fermionische kohärente Zustände keine
Elemente des Fockraums. Während man also zum Beispiel den Grundzustand eines Systems von Boso-
nen durch kohärente Zustände ausdrücken kann, ist dies für Fermionen nicht möglich. Trotzdem ist es
nützlich, mit diesen Zuständen zu arbeiten.

Zusammenfassung: Kohärente Zustände

|φ〉 bezeichnet im folgenden fermionische oder bosonische kohärente Zustände. Wie schon weiter oben
gilt ζ = 1 für Bosonen undζ =−1 für Fermionen.

ci |φ〉= φi |φ〉. (1.12)

c†
i |φ〉=

∂
∂φi
|φ〉 (1.13)

〈ψ|φ〉= exp(∑
i

ψ∗i φi) (1.14)∫
D[φ]exp(−∑

i

φ∗i φi)|φ〉〈φ|= 1 (1.15)

TrA =
∫

D[φ]exp(−∑
i

φ∗i φi)〈ζφ|A|φ〉 (1.16)

| f 〉=
∫

D[φ]exp(−∑
i

φ∗i φi)〈ζφ| f 〉|φ〉 (1.17)

f (φ∗) := 〈ζφ| f 〉 (1.18)

ci =
∂

∂φ∗i
, c†

i = φ∗i (1.19)

〈φ|A({c†
i ,ci})|ψ〉= A({φ∗i ,ψi})exp(∑

i

φ∗i ψi) (1.20)

Die letzte Formel gilt für normalgeordnete Operatoren.
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1.7 Gaußintegrale

Wir werden im folgende immer wieder Gaußintegrale mit komplexen Variablen und auch mit Grassmann-
variablen benötigen. Für kompexe Variable gilt∫

D[φ]exp(−∑
i, j

φ∗i hi j φ j +∑
i

z∗i φi +∑
i

ziφ∗i ) = [detH]−1exp(∑
i, j

z∗i (H−1)i j zj) (1.21)

wobei H = (hi j ) eine Matrix mit einem positiven hermiteschen Anteil ist. Für Grassmannvariable gilt
analog ∫

D[ξ]exp(−∑
i, j

ξ∗i hi j ξ j +∑
i

χ∗i ξi +∑
i

χiξ∗i ) = [detH]exp(∑
i, j

χ∗i (H−1)i j χ j) (1.22)

Diese beiden Beziehungen wollen wir kurz herleiten.
Zunächst für komplexe Variable: WennH einen positiven hermiteschen Anteil hat, ist die Inverse

H−1 definiert. Man kann neue Integationsvariableψi = φi−∑ j(H−1)i j zj einführen. Das entspricht einer
üblichen quadratischen Ergänzung. Die linke Seite von (1.21) wird∫

D[ψ]exp(−∑
i, j

ψ∗i hi j ψ j +∑
i, j

z∗i (H−1)i j zj)

Als nächstes kann manH mit Hilfe einer unitären Transformation diagonalisieren. SeiU die unitäre
Transformation, die das leistet. Dann seiϕi = ∑ j(U−1)i j ψ j . Damit gilt

∑
i, j

ψ∗i hi j ψ j = ∑
i

hiϕ∗i ϕi

wobeihi die Eigenwerte vonH sind. Nun gilt∫
dReφidImφi

π
exp(−hiφ∗i φi) =

1
hi

Damit erhält man das gewünschte Resultat.
Für Grassmannvariable kann man ebenso vorgehen. Allerdings ist zu beachten, daß wir bisher noch

nicht wissen, wie man für Grassmannvariable eine Variablentransformation in einem Integral durchführt.
Betrachten wir also ein Integral der Form∫

D[ξ] f (ξ1 . . .ξN,ξ∗1 . . .ξ
∗
N)

und führen eine Transformationξi = ∑ j ui j η j , ξ∗i = ∑ j u
∗
i j η∗j durch. In dem Integral überξ trägt nur der

Term von f bei, in dem jede Grassmannvariable genau einmal als Faktor vorkommt. Bezeichnen wir
diesen Term mitf0 ∏i ξiξ∗i . f0 ist dann der Wert des Integrals. Als nächstes berechnen wir∫

D[η] f (ξ1(η)...ξN(η),ξ∗1(η∗) . . .ξN(η∗)) = f0

∫
D[η]∏

i
(∑

j

ui j η j ∑
j

u∗i j η
∗
j )

Die rechte Seite kann ausmultipliziert werden. Das ergibt

f0

∫
D[η] ∑

P,P′
∏

i
uiPi ηPi u

∗
iPi

η∗Pi

Bringt man alle Faktoren in die richtige Reihenfolge, dann kann man das Integral ausrechnen und erhält

f0∑
P

(−1)P∏
i

uiPi ∑
P′

(−1)P′∏
i

u∗iPi
= f0detU detU † = f0
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Man sieht also, daß man die Variablentransformation wie im Fall der komplexen Variablen durchführen
kann. Für das Gaußintegral erhält man am Ende∫

dη∗i dηi exp(−hiη∗i ηi) = hi

Damit ist (1.22) gezeigt.

1.8 Funktional-Integral Darstellung

Wir betrachten im folgenden ein System von Teilchen mit einer typischen Wechselwirkung. Der Hamil-
tonoperator hat die Form

Ĥ = ∑
i

εic
†
i ci + ∑

i, j,k,l

Vi, j,k,l c
†
i c

†
jcl ck

Typischerweise wird der Einteilchenanteil die kinetische Energie und eventuell ein Potential enthalten.
Wir haben angenommen, daß er diagonalisiert werden kann und haben als Basis diejenige gewählt, in der
der Einteilchenanteil diagonal ist. Wir nehmen an, daß wir es mit einem endlichen (aber großen) System
zu tun haben, so daß die Einteilchenenergienεi diskret sind. Typischerweise interessieren bei einem
solchen System Erwartungswerte von OperatorenA= A({c†

i ,ci}). Sie werden bei endlichen Temperaturen
durch

〈A({c†
i ,ci})〉= Z−1Tr[A({c†

i ,ci})exp(−β(Ĥ−µN̂))]

berechnet, wobeiβ = 1/T die inverse Temperatur ist,µ das chemische Potential und

Z = Trexp(−β(Ĥ−µN̂))

die großkanonische Zustandssumme. Die Spuren werden über den gesamten Fockraum genommen. Wir
werden solche Spuren jetzt mit Hilfe der kohärenten Zustände berechnen. Dabei berechnen wir zunächst
nur die Zustandssumme, aus der man weitere thermodynamische Größen über die thermodynamischen
Beziehungen erhält. Es gilt

Z =
∫

D[φ]exp(−∑
i

φ∗i φi)〈ζφ|exp(−β(Ĥ−µN̂))|φ〉

Das Problem besteht nun darin, daß zwarĤ und N̂ normalgeordnet sind, nicht aber exp(−β(Ĥ−µN̂)).
Für ein kleinesε gilt aber

exp(−ε(Ĥ−µN̂)) =: exp(−ε(Ĥ−µN̂)) : +O(ε2)

Dabei bedeutet :. :, daß dieser Ausdruck normalgeordnet ist. Um das zu sehen, entwickelt man die Expo-
nentialfunktion auf beiden Seiten. Links tauchen inO(ε2) Terme auf, die nicht normalgeordnet sind. Als
nächstes schreiben wir

exp(−β(Ĥ−µN̂)) =
[
exp(− β

M
(Ĥ−µN̂))

]M

Wir werden im folgendenM hinreichend groß wählen, so daßβ/M klein wird. Dann ist der Term in der
Klammer bis auf einen kleinen Fehler normalgeordnet. Damit erhält man

Z =
∫

D[φ]exp(−∑
i

φ∗i φi)〈ζφ|exp(− β
M

(Ĥ−µN̂)) . . .exp(− β
M

(Ĥ−µN̂))|φ〉
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wobei in dem Erwartungswert jetztM Faktoren auftreten. Wir können nun zwischen jede zwei Faktoren
eine 1 schieben, die wir in der Form∫

D[φ]exp(−∑
i

φ∗i φi)|φ〉〈φ|= 1

schreiben. Um das zu tun, müssen wir unsere Notation etwas ändern. Da es insgesamtM Faktoren gibt,
benötigen wirM kohärente Zustände. Wir bezeichnen sie mit|φk〉, k = 1, . . . ,M. Die Variablen, von denen
|φk〉 abhängt, bezeichnen wir mitφi,k. Der vordere Index nummeriert die Einteilchenzustände, der hintere
die kohärenten Zustände.D[φ] bezeichnet das Integral über alle Variableφi,k und φ∗i,k. Außerdem führe
ich φ0 = ζφM ein. Damit erhält man

Z =
∫

D[φ]exp(−∑
i,k

φ∗i,kφi,k)
M

∏
i=1
〈φi−1|exp(− β

M
(Ĥ−µN̂))|φi〉

In diesem Ausdruck kann man jetzt bis auf einen Fehler der OrdnungO(M−2) die Formel (1.20) benutzen.
Das liefert

Z = lim
M→∞

∫
D[φ]exp(−SM[φ]) (1.23)

SM[φ] = ε
M

∑
k=1

[
∑

i

φ∗i,k

(
φi,k−φi,k−1

ε
−µφi,k

)
+H({φ∗i,k,φi,k−1})

]
(1.24)

mit ε = β/M. Häufig führt man im LimesM→∞ eine Funktionφi(τ) ein, wobeiφi,k = φi(εk) gilt. Damit

φi,k−φi,k−1

ε
=

φi(εk)−φi(εk− ε)
ε

→ ∂φi(τ)
∂τ

ε
M

∑
k=1

→
∫ β

0
dτ

und

S[φ] =
∫ β

0
dτ

(
∑

i

φ∗i (τ)(
∂
∂τ
−µ)φi(τ)+H({φ∗i (τ),φi(τ)})

)
(1.25)

Z =
∫

φi(β)=ζφi(0)
D[φ]exp(−S[φ]) (1.26)

Diese Ausdrücke sind sogenannte Funktionalintegrale. Man kann mit ihnen zum Teil recht bequem rech-
nen, sollte sich aber darüber im klaren sein, daß mit (1.26), (1.25) immer die Limites der Ausdrücke in
(1.23), (1.24) gemeint sind. Das Problem besteht jetzt also darin, die entsprechenden Integrale zu lösen.
Wir betrachten zunächst ein einfaches Beispiel.

1.9 Das freie System

In einem System ohne Wechselwirkung ist

Ĥ = ∑
i

εic
†
i ci

Damit gilt

S[φ] = ε
M

∑
k=1

∑
i

φ∗i,k

(
φi,k−φi,k−1

ε
+(εi−µ)φi,k−1

)
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und das Integral in (1.23) ist ein Gaußintegral. Es lautet

Z = lim
M→∞

∫
D[φ]exp

(
−ε

M

∑
k=1

∑
i

φ∗i,k

(
φi,k−φi,k−1

ε
+(εi−µ)φi,k−1

))

= lim
M→∞∏

i

∫
D[φi ]exp

(
−ε

M

∑
k=1

φ∗i,k

(
φi,k−φi,k−1

ε
+(εi−µ)φi,k−1

))
= lim

M→∞∏
i

[detS(i)]−ζ

wobeiS(i) die Matrix

S(i) =



1 0 · · · 0 −ζa
−a 1 0 0

0 −a 1
...

...

0 −a
... 0

... 0
... 1 0

0 · · · −a 1


mit

a = 1− β
M

(εi−µ)

Der Eintrag−ζa in der rechten oberen Ecke rührt von der Bedingungφi,0 = ζφi,M her. Entwickelt man
die Determinante vonS(i) nach der ersten Zeile, so erhält man

lim
M→∞

detS(i) = lim
M→∞

[1+(−1)Mζ(−a)M]

= lim
M→∞

[
1−ζ

(
1− β(εi−µ)

M

)M
]

= 1−ζexp(−β(εi−µ))

Für die Zustandssumme erhält man damit

Z = ∏
i

(1−ζexp(−β(εi−µ)))−ζ

Das ist das bekannte Resultat für freie Fermionen oder Bosonen. Hieraus kann man sofort die Formeln
für die entsprechenden Besetzungszahlen

〈c†
i ci〉= ni =−1

β
∂ lnZ
∂εi

=
1

exp(β(εi−µ))−ζ

und alle weiteren bekannten Resultate für das freie System herleiten (siehe z.B. L.D. Landau, E.M. Lif-
schitz, Lehrbuch der Theoretischen Physik V, Statistische Physik, Kapitel V). Für spätere Rechnungen ist
es nützlich, das letzte Resultat noch einmal genauer anzusehen. Die Identität

〈c†
i ci〉=−1

β
∂ lnZ
∂εi

erhält man durch das Ableiten der Zustandssumme Trexp(−β(Ĥ − µN̂)), wobei die Operatoren durch
Erzeuger und Vernichter dargestellt werde. Man kann natürlich diese Ableitung auch in der Darstellung

Z = lim
M→∞

∫
D[φ]exp

(
−ε

M

∑
k=1

∑
i

φ∗i,k

(
φi,k−φi,k−1

ε
+(εi−µ)φi,k−1

))
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vornehmen. Das ergibt

∂Z
∂εi

= lim
M→∞

∫
D[φ]

[
−ε

M

∑
k=1

φ∗i,kφi,k−1

]
exp

(
−ε

M

∑
k=1

∑
i

φ∗i,k

(
φi,k−φi,k−1

ε
+(εi−µ)φi,k−1

))

−1
β

∂ lnZ
∂εi

=
1
β

∫ β

0
dτ〈φ∗i (τ)φi(τ−0+)〉

Dabei deutet−0+ im Argument vonφ an, daß das Argument vonφ infinitesimal kleiner ist als das Argu-
ment vonφ∗. Das wird später wichtig sein, da wir sehen werden, daß der Erwartungswert〈φ∗i (τ)φi(τ′)〉
bei τ = τ′ eine Sprungstelle hat.

Wir sehen an dieser Stelle das folgende: Während der Erwartungswert der Teilchenzahl für Fermionen
in einem kohärenten Zustand durchφ∗i φi gegeben war und damit keine reelle Größe darstellt, können
wir hier über die Darstellung der Zustandssumme durch kohärente Zustände sehr wohl Erwartungswerte
berechnen.

Generell werden wir später auch Erwartunsgwerte von dem Typ

〈φ∗i (τ)φ j(τ′)〉

oder auch Ausdrücke mit mehr Feldern benötigen. Solche Größen können wir ausrechnen, indem wir eine
erzeugende Funktion benutzen. Wir definieren

ZM(J∗,J) =
∫

D[φ]exp

(
−ε

M

∑
k=1

∑
i

φ∗i,k

(
φi,k−φi,k−1

ε
+(εi−µ)φi,k−1

)
+

M

∑
k=1

∑
i

(J∗i,kφi,k +Ji,kφ∗i,k)

)
Damit gilt dann

〈φ∗i,kφ j,l 〉=
ζk,l

ZM

∂2ZM(J∗,J)
∂J∗j,l ∂Ji,k

∣∣∣∣∣
J=J∗=0

(1.27)

und im LimesM→ ∞

〈φ∗i (τ)φ j(τ′)〉=
ζ(τ− τ′)

Z
δ2Z(J∗,J)

δJ∗j (τ)δJi(τ′)

∣∣∣∣∣
J=J∗=0

=
ζ(τ− τ′)δ2 lnZ(J∗,J)

δJ∗j (τ)δJi(τ′)

∣∣∣∣∣
J=J∗=0

Z(J∗,J) = lim
M→∞

ZM(J∗,J)

An dieser Stelle sind einige Bemerkungen nötig. Zunächst ist klar, daß für Fermionen dieJi,k undJ∗i,k auch
wieder Grassmannvariable sind. Zudem ist wichtig, in welcher Reihenfolge beim Ableiten die Variablen
stehen. Der Ausdruck exp(−ε∑M

k=1 . . .) ist eigentlich ein Produkt, in dem die Faktoren mit kleinemk
vorne stehen. Ist in (1.27)l < k, dann tritt beim Ableiten der Faktorφ∗i,k nach dem Faktorφ j,l auf. Die
beiden Faktoren müssen vertauscht werden. Für Fermionen tritt dabei ein Vorzeichen auf. Ist dagegen
l > k tritt dieser Faktor nicht auf.ζk,l ist ζ für k> l und 1 sonst. Entsprechend giltζ(τ−τ′) = ζ für τ> τ′
undζ(τ− τ′) = 1 sonst. Natürlich lassen sich auch Erwartungswerte mit mehr als zwei Feldern auf diese
Weise berechnen. Für das freie System kann manZM(J∗,J) einfach berechnen, es handelt sich um ein
Gaußintegral. Zunächst gilt

Z(J∗,J) = ∏
i

Z(i)(J∗i ,Ji)

mit

Z(i)(J∗i ,Ji) = lim
M→∞

∫
D[φ]exp

(
−ε

M

∑
k=1

φ∗i,k

(
φi,k−φi,k−1

ε
+(εi−µ)φi,k−1

)
+

M

∑
k=1

(J∗i,kφi,k +Ji,kφ∗i,k)

)
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Dieses Integral hat die Form∫
D[φ]exp

(
−

M

∑
k,l=1

φ∗i,kS
(i)
k,l φi,l +

M

∑
k=1

(J∗i,kφi,k +Ji,kφ∗i,k)

)
Es ergibt

[detS(i)]−ζ exp(
M

∑
k,l=1

J∗i,k(S
(i)−1)k,l Ji,l )

Man erhält also

ZM(J∗,J) = ZM ∏
i

exp(
M

∑
k,l=1

J∗i,k(S
(i)−1)k,l Ji,l )

und damit

〈φ∗i,kφ j,l 〉 =
ζk,l

ZM

∂2ZM(J∗,J)
∂J∗j,l ∂Ji,k

∣∣∣∣∣
J=J∗=0

= ζl ,kδi, j(S(i)−1)l ,k

In der zweiten Zeile stehtζl ,k. Der Grund dafür ist, daß erst nachJi,k, dann nachJ∗i,l abgelitten wird, die
beiden Faktoren aber in der umgekehrten Reihenfolge in dem Produkt stehen. Daher tritt zusätzlich zu
ζk,l noch ein Faktorζ auf und es giltζk,l ζ = ζl ,k. Die inverse Matrix ist

S(i)−1 =
1

1−ζaM



1 ζaM−1 ζaM−2 · · · ζa
a 1 ζaM−1 ζa2

a2 a 1 ζa3

... a2 a
...

... a2 ...

aM−3 ...
... ζaM−2

aM−2 aM−3 1 ζaM−1

aM−1 aM−2 aM−3 · · · a 1


mit a = 1− β

M (εi−µ). Damit erhält man

〈φ∗i,kφ j,l 〉= δi, j
ζal−k

1−ζaM

für l ≥ k und

〈φ∗i,kφ j,l 〉= δi, j
aM+l−k

1−ζaM

für l < k. Bildet man den LimesM→ ∞, so ergibt sich

〈φ∗i (τ)φ j(τ′)〉= δi, jζexp(−(εi−µ)(τ− τ′))(θ(τ′− τ)+ ζni)

Oben hatten wir gesehen, daß

ni =
1
β

∫ β

0
dτ〈φ∗i (τ)φi(τ−0+)〉

Das läßt sich sofort verifizieren, wenn man den Erwartungswert einsetzt.

gi(τ− τ′) = ζexp(−(εi−µ)(τ− τ′))(θ(τ′− τ)+ ζni)
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wird Einteilchenpropagator genannt.
Erwartungswerte mit mehr als zwei Feldern lassen sich ebenso berechnen. Solche Erwartungswerte

benötigen wir im nächsten Abschnitt. Um einen Ausdruck der Form

〈φ∗i1(τ1)φ∗i2(τ2) . . .φ∗in(τn)φ jn(τ′n)φ jn−1(τ′n−1) . . .φ j1(τ′1)〉

zu berechnen, muß man die Ableitung

δ2n lnZ(J∗,J)
δJ∗i1(τ1) . . .δJ∗in(τn)δJjn(τ′n) . . .δJj1(τ′1)

∣∣∣∣∣
J=J∗=0

berechnen. Wie oben berechnen wir die Ableitungen für endlichesM und bilden hinterher den Limes
M→∞. Leitet man zuerst nach denJj,l (τ′) ab, so bekommt man für jede dieser Ableitungen einen Faktor
∑k J∗j,k(S

( j)−1)k,l . Die Ableitungen nachJ∗i,k müssen auf diese Faktoren wirken, da alle anderen Beiträge
verschwinden, wenn man am EndeJ = J∗ = 0 setzt. Das bedeutet, daß man in diesen Ausdrücken immer
ein Jj,l und einJ∗i,k zusammenfassen kann und dafür einen entsprechenden Beitragδi, j(S(i)−1)k,l erhält.
Das gilt natürlich entsprechend auch für dieφ∗i,k undφ j,l . Man findet also

〈φ∗i1(τ1)φ∗i2(τ2) . . .φ∗in(τn)φ jn(τ′n)φ jn−1(τ′n−1) . . .φ j1(τ′1)〉
= ∑

P

ζP∏
k

〈φ∗ik(τk)φ jP(k)(τ′P(k))

Dieser Zusammenhang wird häufig als Wicksches Theorem bezeichnet, er ergibt sich hier sofort aus der
Form des Gaussintegrals fürZ(J∗,J).

1.10 Störungstheorie

In diesem und den folgenden Abschnitten wird die Störungstheo-
rie mit Hilfe von Feynmandiagrammen vorgestellt. Diese Ab-
schnitte sind im Skript deutlich kürzer dargestellt als in der Vorle-
sung. Für eine detaillierte Darstellung verweise ich auf einschlä-
gige Lehrbücher.

Die Resultate für das nicht-wechselwirkende System lassen sich nun benützen, um recht übersichtliche
Ausdrücke für die störungstheoretische Behandlung des wechselwirkenden Systems zu bekommen. Wir
betrachten zunächst die Störungsentwicklung für die Zustandssumme. Störungsentwicklungen für Korre-
lationsfunktionen können mit Hilfe des Formalismus später leicht berechnet werden. Die Zustandsumme
des wechselwirkenden Systems kann in der Form

Z = lim
M→∞

∫
D[φ]exp

(
−ε

M

∑
k=1

φ∗i,k

(
φi,k−φi,k−1

ε
+(εi−µ)φi,k−1

)
− ε

M

∑
k=1

V({φ∗i,k,φi,k})

)

= lim
M→∞

Z0,M

〈
exp

(
−ε

M

∑
k=1

V({φ∗i,k,φi,k})

)〉
0,M

= Z0

〈
exp

(
−
∫ β

0
dτV({φ∗i (τ),φi(τ)})

)〉
0

geschrieben werden, wobei sich der Index 0 beiZ0 und dem Erwartungswert auf das nicht-wechselwirkende
System bezieht.V({φ∗i (τ),φi(τ)}) ist eine allgemeine Wechselwirkung. Physikalisch sinnvolle Ansätze
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wären zum Beispiel eine Coulombwechselwirkung oder ähnliche zwei-Teilchen Wechselwirkungen. Ei-
ne Störungsentwicklung erhält man, indem man die Exponentialfunktion im Erwartungswert in einer
Potenzreihe entwickelt.〈

exp

(
−
∫ β

0
dτV({φ∗i (τ),φi(τ)})

)〉
0

=
∞

∑
n=0

(−1)n

n!

∫ β

0
dτ1 . . .

∫ β

0
dτn

〈V({φ∗i (τ1),φi(τ1)}) . . .V({φ∗i (τn),φi(τn)})〉0
Für eine konkrete Form der Wechselwirkung hat man auf der rechten Seite Erwartungswerte von Produk-
ten von Operatoren stehen, die man berechnen mit Hilfe des Wickschen Theorems berechnen kann.

Obwohl man die Störungsentwicklung im Prinzip mit beliebigen Wechselwirkungen durchführen
kann, beschränken wir uns im folgenden auf den wichtigsten Fall einer Zweitteilchenwechselwirkung

V({φ∗i (τ),φi(τ)}) =
1
2 ∑

i, j,k,l

Vi, j,k,l φ∗i (τ)φ∗j (τ)φl (τ)φk(τ)

Ich nehme im folgenden an, daßVi, j,k,l in den foerderen beiden und in den hinteren beiden Indizes ent-
weder symmetrisch oder antisymmetrisch ist, je nachdem ob die Teilchen Bosonen oder Fermionen sind.
Dern-te Term in der Entwicklung von der Form

(−1)n

2nn! ∑
i1 j1k1l1

. . . ∑
in jnknln

∏
m

Vim jmkmlm

∫ β

0
dτ1 . . .

∫ β

0
dτn
〈
φ∗i1(τ1)φ∗j1(τ1)φl1(τ1)φk1(τ1) . . .

φ∗in(τn)φ∗jn(τn)φln(τn)φkn(τn)
〉

Der Erwartungswert in der Summe zerfällt wieder in eine Summe von Produkten der Form〈φ∗φ〉. Man
faßt dabei in dem Erwartungswert jeweils einφ∗ und einφ zu einem Paar zusammen. Dies wird eine Kon-
traktion genannt. Dann wird über alle vollständigen Sätze von Kontraktionen summiert. Jede Kontraktion
〈φ∗i (τ)φ j(τ′)〉 liefert einen Faktorδi, jgi(τ−τ′). Die gesammte Summe kann übersichtlicher in graphischer
Form dargestellt werden. Diese Darstellung geht auf Feynman zurück, man bezeichnet solche Diagram-
me als Feynmandiagramme. Es gibt unterschiedliche Möglichkeiten, Feynmandiagramme einzuführen.
Ich beschränke mich auf eine Variante, weitere findet man in den angegebenen Lehrbüchern.

Ein MatrixelementVi, j,k,l wird als ein Punkt dargestellt, von dem vier Linien ausgehen. Jede Linie
erhält einen Indexi, j, k, oderl . Die Linien mit den Indizesi und j, die den Erzeugungsoperatoren ent-
sprechen, werden mit einem Pfeil gekennzeichnet, der von dem Punkt weg zeigt (auslaufende Linie). Die
anderen beiden Linien erhalten einen Pfeil, der zu dem Punkt hin zeigt (einlaufende Linie). Ein Term
n-ter Ordnung besteht ausn solchen Punkten. Die Linien werden nun verbunden, und zwar so, daß eine
Linie immer von einem Punkt zu einem anderen läuft. Jeder Vertex erhält einen Indexτ. Jede Linie erhält
einen Indexi. Sie entspricht einem Faktor〈φ∗i (τ)φi(τ′)〉 = gi(τ− τ′), wobeiτ und τ′ die Indizes an den
beiden Vertices sind. Jetzt ist noch zu beachten, daß unterschiedliche vollständige Sätze von Kontrak-
tionen zu dem gleichen Diagramm führen. Sie unterscheiden sich die Reihenfolge derτ Indizes an den
Vertices. Da über alleτ integriert wird, ist die Reihenfolge aber unerheblich. Alle diese vollständigen Sät-
ze von Kontraktionen liefern den gleichen Beitrag. Ihre Anzahl bezeichnet man als Symmtriefaktor des
Diagramms. Damit erhält man die folgenden Regeln für das Zeichnen der Diagramme und das Berechnen
der Beiträge:

1. Zeichne alle verschiedenen Diagramme ausn Vertices und Linien zwischen diesen Vertices, wobei
die Linien mit einem Pfeil versehen werden, der von einem Vertex zum anderen zeigt. An jedem
Vertex kommen zwei Linien an, von jedem Vertex gehen zwei Linien aus. Zwei Diagramme sind
verschieden, wenn es keine Permutation der Vertices gibt, die das eine Diagramm in das andere
überführt. (Die Diagramme sind mathematisch gesprochen verschiedene gerichtete Graphen, wobei
zu beachten ist, das eine Linie auch einen Vertex mit sich selbst verbinden darf.)
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2. Berechne den SymmetriefaktorSdes Diagramms. Dazu erhält jeder Vertex einen Indexτ. S ist die
Anzahl der Permutationen der Indizesτ, die das Diagramm in sich selbst überführt.

3. Jede Linie erhält erhält einen Indexi. Für jede Linie wird ein Faktorgi(τ− τ′) hingeschrieben,
wobeiτ der Index des Vertex ist, zu dem die Linie läuft, undτ′ der, von dem sie ausgeht.

4. Für jeden Vertex erhält man einen FaktorVi, j,k,l , wobeii und j die Indizes der einlaufenden,k und
l die Indizes der auslaufenden Linien sind.

5. Summiere über alle Indizes der Linien, integriere über alle Indizesτ der Vertices von 0 bisβ.

6. Mulipliziere das Resultat mit einem Faktor

(−1)nζnL

2neS

Dabei istS der Symmetriefaktor.ne ist die Anzahl von Paaren equivalenter Linien. Zwei Linien
sind equivalent, wenn die vom gleichen Vertex ausgehen und zum gleichen Vertex hinlaufen.nL ist
die Anzahl der Schleifen in dem Diagramm.

7. Addition aller dieser Beiträge liefert den Beitragn-ter Ordnung zuZ/Z0.

Es ist instruktiv, sich diese Regeln an einer Reihe von Beispielen zu verdeutlichen. Bei der Durchführung
fällt auf, daß sich die Rechnung vereinfachen läßt, wenn man ln(Z/Z0) berechnet. Hierbei treten dann
nur noch zusammenhängende Diagramme auf. Dieses Faktum wird meist alsLinked Cluster Theorem
bezeichnet. Es kann auf unterschiedliche Weisen hergeleitet werden. Die direkte Herleitung besteht darin,
den Ausdruck exp(Summe aller zusammenhängenden Diagramme) zu entwickeln und zu zeigen, daß dies
gerade die Summe aller Diagramme liefert, alsoZ/Z0.

1.11 Frequenz und Impulsdarstellung

In den meisten Fällen ist es möglich, die oben angegebenen Summen und Integrale im Impulsraum und
im Frequenzraum durchzuführen. Dies funktioniert immer dann, wenn das System translationsinvariant
ist. Für ein translationsinvariantes System sind ebene WellenV−1/2exp(ikx) eine geeignete Einteilchen-
basis. Dabei istV das Volumen des Systems. Der Einfachheit halber sind periodische Randbedingungen
angenommen. Die Einteilchenenergien sindεk. Für ein System, bei dem der Einteilchenanteil nur die ki-
netische Energie enthält, istεk = k2/(2m). Für einen Festkörper kann man zum Beispiel ein Gittermodell
zugrunde legen, dann istεk durch die Dispersionsrelation des Gitters gegeben. Wegen der Impulserhal-
tung gilt

Vk1k2k3k4 ∝ V−1δk1+k2,k3+k4

In der Variablenτ sind die Funktionenφ undφ∗ entweder periodisch (Bosonen) oder antiperiodisch
(Fermionen). Daher gilt

gk(τ− τ′) =
1
β ∑

ωn

exp(−iωn(τ− τ′))g̃k(ωn)

mit

g̃k(ωn) =
∫ β

0
dτexp(i(ωn− (εk−µ))τ)[θ(τ)(1+ ζnk)+ ζθ(−τ)nk]

=
1

(εk−µ)− iωn



28 KAPITEL 1. WECHSELWIRKENDE FERMIONEN UND BOSONEN

Für Bosonen giltωn = 2πn
β , für Fermionenωn = (2n+1)π

β . Es gilt exp(iβωn) = ζ. Analog zur Impulserhal-
tung hat man an jedem Vertex einen Faktorδωn1+ωn2,ωn3+ωn4

, wobeiωn1 undωn2 zu denφ∗ gehören,ωn3

undωn4 zu denφ. Die Regeln für die Diagramme lauten in dieser Darstellung wie folgt:

1. wie oben.

2. wie oben.

3. Jeder Linie wird ein Indexk zugeordnet. Dabei ist die Impulserhaltung zu berücksichtigen. In einem
Diagramm mitm Vertices kann manm+ 1 Wertek für die Linien unabhängig wählen, die anderen
sind über die Impulserhaltung fixiert. Ebenso wird jeder Linie ein Frequenzindex zugeordnet. Auch
hier können für Diagramme mitmVerticesm+1 Werte fürω frei gewählt werden, die anderen sind
wegen der Faktorenδωn1+ωn2,ωn3+ωn4

an den Vertices fixiert. Für jede Linie erhält man einen Faktor
g̃k(ωn). Für Linien, die an dem gleichen Vertex beginnen und enden, wird ein zusätzlicher Faktor
exp(iωnη) hinzugefügt.

4. Für jeden Vertex wird ein FaktorVk1k2k3k4 hinzugefügt. Da die Impulserhaltung schon berücksichtigt
ist, kann der Faktorδk1+k2,k3+k4 weggelassen werden.

5. Summiere über allek (oderV(2π)−d ∫ ddk) und summiere über alleωn.

6. Multipliziere zusätzlich mit einem Faktorβ−m, wobeim die Zahl der Vertices ist.

Da jeder Vertex einen Faktor 1/V und jedek-Summe einen FaktorV, enthält ein Diagramm einen Faktor
Vnc, wobeinc die Anzahl der verbundenen Komponenten des Diagramms ist. Wegen des Linked Cluster
Theorems ist also ln(Z/Z0) als Summe aller verbundenen Diagramme∝ V. Da der Logarithmus der
großkanonische Zustandssumme (bis auf einen Faktor−1/β) das großkanonische Potential liefert, muß
diese Größe auch extensiv sein.

1.12 Berechnung von Greenschen Funktionen

Generell kann man Greensche Funktionen mit Hilfe einer Erzeugenden berechnen. Wir hatten dies schon
ausführlich am Beispiel des nicht-wechselwirkenden Systems gesehen. Für das wechselwirkende System
kann die Erzeugende ganz genauso definiert werden

G(J∗,J) =
1
Z

∫
D[φ]exp

(
−
∫ β

0
dτ

[
∑

i

φ∗i (τ)(
∂
∂τ
−µ)φi(τ)+H({φ∗i (τ),φi(τ)})

])

×exp

(
−
∫ β

0
dτ∑

i

[J∗i (τ)φi(τ)+ φ∗i (τ)Ji(τ)]

)

=

〈
exp

(
−
∫ β

0
dτ∑

i

[J∗i (τ)φi(τ)+ φ∗i (τ)Ji(τ)]

)〉

Hierbei ist 〈A〉 der Erwartungswert vonA im wechselwirkenden System. Die Greenschen Funktionen
können nun durch Ableitungen vonG(J∗,J) berechnet werden. Dies gilt natürlich noch ganz allgemein.
Wir wollen im folgenden die Rechnung wie im Fall der Zustandsumme störungstheoretisch durchführen.
Wir beginnen mit dem einfachsten Fall:
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Einteilchen-Propagatoren

Wir wollen jetzt störungstheortisch für das wechselwirkende System die Größen

〈φ∗i (τ)φ j(τ′)〉

berechnen. Da bei der Berechnung des Erwartungswertes durchZ dividiert wird, treten in einer diagram-
matischen Darstellung nur verbundene Diagramme auf. Analog zu oben erhält man die folgenden Regeln:

1. Zeichne alle verschiedenen, verbundenen Diagramme mit 2 äußeren Linien undm Vertices. Eine
der äußeren Linien entsprichtφ∗, sie endet an einem Vertex, die andere entsprichtφ, sie beginnt
an einem Vertex. Zwei Diagramme sind verschieden, wenn sie nicht durch eine Permutation von
inneren Linien und Vertices ineinander deformiert werden können. Für jedes dieser Diagramme
wird der Beitrag wie folgt berechnet:

2. Jeder Vertex erhält einen inneren Indexτi . Jede innere Linie erhält einen Indexl . Analog zu oben
schreibt man für jede innere Linie einen Faktorgl (τi − τ′i), wenn sie von dem Vertex mit Indexτi

zu dem Vertex mit Indexτ′i läuft. Für die einlaufende Linie hat man einen Faktorgi(τ− τi), für die
auslaufende einen Faktorg j(τi− τ′), wobeiτi jeweils der Index des Vertex ist, an dem diese Linie
hängt. Fürm= 0 hat man nur einen Faktorg j(τ− τ′).

3. Für jeden Vertex schreibt man einen FaktorVl1l2l3l4, wobei l1 und l2 die Indizes der einlaufenden
Linien, l3 und l4 die Indizes der auslaufenden Linien sind.

4. Summiere über alle inneren Indizesl , integriere über alle inneren Indizesτi .

5. Multipliziere das Resultat mit einem Faktor(−1)mζnL wobeinL die Zahl der Schleifen ist.

Im Gegensatz zu vorher tritt kein SymmetriefaktorS auf. Das liegt daran, daß die äußeren Linien fest
sind.

Erzeugende Funktion für verbundene Greensche Funktionen

Im nächsten Schritt werden wir Regeln zur Berechnung von höheren Greenschen Funktionen aufstellen.
Betrachten wir zunächst als Beispiel einen Term der Form

〈φ∗i1(τ1)φ∗i2(τ2)φ j2(τ′2)φ j1(τ′1)〉

In 0-ter Ordnung erhält man

〈φ∗i1(τ1)φ∗i2(τ2)φ j2(τ′2)φ j1(τ′1)〉0 = 〈φ∗i1(τ1)φ j1(τ′1)〉0〈φ∗i2(τ2)φ j2(τ′2)〉0
− 〈φ∗i1(τ1)φ j2(τ′2)〉0〈φ∗i2(τ2)φ j1(τ′1)〉0

Entwickelt man den ursprünglichen Ausdruck störungstheoretisch, so gibt es in dieser Entwicklung Ter-
me, in denen die Beiträge von der Wechselwirkung ausschließlich in einem der Faktoren〈φ∗φ〉 auftreten.
Es treten aber auch Terme auf, in denen Beiträge der Wechselwirkung in beiden Faktoren vorkommen.
Die unterschiedlichen Beiträge lassen sich leicht auseinanderhalten, wenn man sie sich mit Hilfe der
Feynmandiagramme aufmalt. Die ersten Beiträge entsprechen Feynmandiagrammen, die in zwei Kom-
ponenten zerfallen, die zweiten Beiträge entsprechen verbundenen Diagrammen. Es gilt

〈φ∗i1(τ1)φ∗i2(τ2)φ j2(τ′2)φ j1(τ′1)〉 = 〈φ∗i1(τ1)φ j1(τ′1)〉〈φ∗i2(τ2)φ j2(τ′2)〉
− 〈φ∗i1(τ1)φ j2(τ′2)〉〈φ∗i2(τ2)φ j1(τ′1)〉
+ 〈φ∗i1(τ1)φ∗i2(τ2)φ j2(τ′2)φ j1(τ′1)〉c
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Der Anteil 〈φ∗i1(τ1)φ∗i2(τ2)φ j2(τ′2)φ j1(τ′1)〉c ist störungstheoretisch als Summe von allen verbundenen Dia-
grammen gegeben, die anderen beiden Teile haben wir schon berechnet.

Genauso lassen sich Greensche Funktionen mit mehr als 4 Feldern berechnen. Man erhält jeweils
den zusammenhängenden Anteil und Anteile, die sich als Produkte von Greenschen Funktionen mit we-
niger Feldern schreiben lassen. Um die zusammenhängenden Greenschen Funktionen zu berechnen, ist
es sinnvoll, eine erzeugende Funktion für diese Funktionen direkt herzuleiten. Ähnlich wie im Fall der
Zustandsumme die Entwicklung von ln(Z/Z0) nur verbundene Diagramme enthält, kann man zeigen, daß

W(J∗,J) = lnG(J∗,J)

nur verbundene Diagramme liefert. Die Herleitung kann man wieder direkt durchführen, indem man wie
im Fall der Zustandsumme zeigt, daß exp(Summe aller zusammenhängenden Diagramme) die Summe
aller Diagramme liefert. Einfacher ist die Verwendung des Replikatricks. Hier wird zunächst überlegt,
welche Diagramme die FunktionG(J∗,J)n für natürliche Zahlenn liefert. Dazu führt man einfach von
jedem Feldφ und φ∗ geraden Kopien φα und φ∗α ein. Da in einer zusammenhängenden Komponente
immer Felder mit dem gleichen Indexα vorkommen können, da es ja keine Wechselwirkungen zwischen
Feldern mit unterschiedlichenα gibt, wird jedes Diagramm mit einem FaktornnC multipliziert, wobeinc

die Anzahl der Komponenten ist. In dieser Entwicklung kann man von natürlichenn auf reellen fortsetzen
und

W(J∗,J) = lim
n→0

∂
∂n

G(J∗,J)n

berechnen. Durch den Limesn→ 0 fallen alle Terme weg, in denenn in einer Potenz größer als 1 vor-
kommt, also alle Terme mitnC > 1. Daher liefertW(J∗,J) gerade die Diagramme mitnC = 1, das sind
die verbundenen Diagramme.

Effektives Potential, effektive Wirkung, ...

Es gibt außerW(J∗,J) eine ganze Reihe von weiteren erzeugenden Funktionen, die in etlichen Fällen
nützlich sind. Sie alle hier zu erwähnen wäre an diesr Stelle wenig hilfreich. Ich erwähne hier kurz zwei
weitere Funktionen, die in der Literatur häufig verwendet werden, und versuche zu erläutern, wofür diese
wichtig sind. Zum Teil werden wir später in konkreten Anwendungen den Nutzen dieser Funktionen
kennenlernen.

W(J∗,J) spielt die Rolle eines thermodynamischen Potentials in Gegenwart von äußeren QuellenJ∗

und J. Eine solche Größe ist vergleichbar mit der freien Energie eines Spinsystems in Gegenwart von
einem äußeren magnetischen Feld. Für ein Spinsystem definiert man

F(H) =−1
β

Trexp(−βH({Si})−H ·∑
i

Si)

Die Magnetisierung ist durch

M =−∂F(H)
∂H

gegeben. In der klassischen statistischen Physik betrachtet man häufig statt der freien EnergieF(H)
dessen Legendretransformierte

G(M) = inf
H

(F(H)+MH)

Häufig berechnet manG, indem man ausM(H) durch InversionH(M) berechnet und dannG(M) =
F(H(M)) + MH(M) erhält. AusG(M) läßt sichF(H) wieder zurückerhalten, indem man die Legendre-
transformation vonM nachH ausführt. Der Vorteil vonG(M) gegenüberF(H) ist das bessere analytische
Verhalten.M(H) hat im Fall eines ferromagnetischen Phasenübergangs beispielsweise einen Sprung als
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Funktion vonH beiH = 0. F(H) hat also einen Knick beiH = 0. Dagegen istG(M) eine glatte Funktion
vonM, für den Ferromagneten einfach ein Doppelmuldenpotential.

Ganz analog kann man auch fürW(J∗,J) eine Legendretransformierte einführen. Für endliche Felder
J, J∗ sind die Erwartungswerte

ϕ j(τ) = 〈φ j(τ)〉J,J∗ , ϕ∗j (τ) = 〈φ∗j (τ)〉J,J∗

endlich. Man kann damit eine Legendretransformierte

Γ(ϕ∗,ϕ) =−W(J∗,J)−∑
j

∫
dτ[ϕ∗j (τ)Jj(τ)+J∗j (τ)ϕ j(τ)]

die häufig als effektives Potential bezeichnet wird. Auf der rechten Seite sind dabeiJ undJ∗ als Funktio-
nen vonϕ undϕ∗ einzusetzen.

Eine zweite Funktion ist die effektive Wirkung, die durch

Geff(ψ∗,ψ) = ln〈exp(−V(φ∗+ ψ∗,φ + ψ))〉0

definiert ist. Sie spielt eine wichtige Rolle bei der Renormierung von Fermisystemen, wir werden sie in
diesem Zusammenhang näher untersuchen.
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Kapitel 2

Fermiflüssigkeiten

Die Theorie der Fermiflüssigkeiten geht auf Landau zurück. Diese Theorie basiert zunächst nicht auf
den feldtheoretischen Methoden, die wir bisher kennengelernt haben, sondern auf einem Konzept, das
Quasiteilchen benutzt und sich in der Theorie von Vielteilchensystemen als nützlich erwiesen hat. In
diesem Kapitel wird zuerst dieses Konzept kurz vorgestellt und einige physikalische Eigenschaften von
Fermiflüssigkeiten hergeleitet. Anschließend werden wir sehen, wie man die im vorangegangenen Kapitel
kennengelernten Methoden nutzen kann, um die Fermiflüssigkeitstheorie auf eine mikroskopische Grund-
lage zu stellen. Wir werden weiter sehen, welche Instabilitäten zum Zusammenbruch der Fermiflüssigkeit
führen können.

2.1 Das Quasiteilchenkonzept

Als Ausgangspunkt wählen wir ein nichtwechselwirkendes Gas von Spin-1
2Fermionen mitN Teilchen in

einem VolumenV. Die kinetische Energie der Teilchen ist
~k2

2m. Da immer nur zwei Fermionen in einem

Zustand zu gleichem~k Platz finden, werden wir für den Grundzustand beginnend mit~k = 0 die Zustände
der Reihe nach auffüllen. Da das System isotrop ist, werden alle Zustände mit|~k|< kF aufgefüllt, wobei
der FermiimpulskF durch

N = ∑
|~k|<kF

2

gegeben ist. Die Energie ist

E = ∑
~k,σ

~k2

2m
n(~k,σ)

mit
n(~k,σ) = θ(kF −|~k|)

Wir nehmen nun an, daß dasSystem durch eine sehr schwach äußere Störung etwas gestört wird. Wenn
die Störung hinreichend klein ist, führt sie einfach zu einer kleinen Änderungδn(~k) der Besetzungszahlen
und damit zu einer kleinen Änderung

δE = ∑
~k,σ

~k2

2m
δn(~k,σ)

der Energie. Da es umso mehr Energie kostet, die Besetzungszahlen zu ändern, je weiter|~k| von kF

entfernt ist, kann man erwarten, daßδn(~k) nahekF groß ist und sonst verschwindet.

33
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Jetzt soll die Wechselwirkung der Fermionen adiabatisch eingeschaltet werden. Eine normale Fer-
miflüssigkeit ist als ein wechselwirkendes Fermisystem definiert, bei dem sich die niedrig liegenden An-
regungen des Systems adiabatisch aus den Anregungen des nichtwechselwirkenden Systems entwickeln.
Das ist natürlich eine Annahme. Es besteht die Möglichkeit, daß schon eine beliebig kleine Wechselwir-
kung ausreicht, um das System vollständig zu ändern und vollständig andere Eigenschaften zu liefern.
Beispielsweise ist de BCS-Grundzustand eines Supraleiters ein Zustand, der mit dem nichtwechselwir-
kenden System nichts zu tun hat. Wir werden später sehen, daß solche Probleme tatsächlich in wechsel-
wirkenden Fermisystemen auftreten. Im folgenden soll die obige Annahme aber gelten.

Typische Anregungen in einem nicht-wechselwirkenden Fermisystem sind Teilchen- oder Lochan-
regungen sowie Teilchen-Loch-Anregungen. Für die ersten beiden wird zu dem System ein Teilchen
hinzugefügt oder es wird eines entfernt, für die dritte wird ein Teilchen aus einem Zustand entfernt und
in einen anderen gesetzt. Generell können Anregungen durchδn(~k,σ) beschrieben werden. Dies soll für
das wechselwirkende System nach Annahme auch gelten. Aus den Teilchen werden somit Quasiteilchen.
Nun ist aber klar, daß die Wechselwirkung selber dazu führen wird, daß Teilchen aneinander gestreut
werden. Die Quasiteilchen werden also durch die Wechselwirkung eine endliche Lebensdauer haben. Je
höher ihre Anregungsenergie ist, je weiter weg sich~k von dem Fermiimpuls befindet, desto kleiner wird
die Lebensdauer sein. Die obige Annahme wird also nur für niedrig liegende Anregungen gelten können.

Die grundlegende Annahme von Landau besteht darin, daß sich eine kleine Störung des Systems wie
im Fall von nicht-wechselwirkenden Fermionen als eine kleine Änderungδn(~k,σ) der Besetzungszahlen
beschreiben läßt. Wir machen also den Ansatz

δE = ∑
~k,σ

ε0
~k

δn(~k,σ)+
1

2V ∑
~k,~k′,σ,σ′

f (~k,σ,~k′,σ′)δn(~k,σ)δn(~k′,σ′)

Wir nehmen an, daß kein äußeres Magnetfeld anliegt, so daß die Energienε0
~k

nicht vom Spin abhängen.
Die Wechselwirkung soll ebenso symmetrisch sein, sie kann damit nur vonσ ·σ′ abhängen. Betrachten wir
zunächst die Einteilchenanregungen, die nicht vonσ abhängen. Die Energie einer Einteilchenanregung
ist

ε(~k) =
δE

δn(~k)
= ε0

~k
+

1
V ∑
~k′,σ′

f (~k,σ,~k′,σ′)δn(~k′)

∑σ′ f (~k,σ,~k′,σ′) hängt nicht vonσ ab. Da die Quasiteilchen adiabatisch aus den Teilchen entstehen,
wenn die Wechselwirkung eingeschaltet wird, hat ihre Verteilung wie die Fermiverteilung eines Sprung
bei |~k|= kF . Für endliche Temperaturen gilt

n(~k) =
1

exp(β(ε(~k)−µ))+1

Diese Gleichung ist jetzt aber eine Selbstkonsistenzgleichung für die Besetzungszahlenn(~k), daε(~k) von
n(~k) abhängt.

Da die Wechselwirkung nur vonσ ·σ′ abhängt, kann sie in der Form

f (~k,σ,~k′,σ′) = f (~k,~k′)+4σσ′φ(~k,~k′)

oder
f (~k,σ,~k′,σ′) = fo(~k,~k′)+ δσ,σ′ fe(~k,~k′)

geschrieben werden, wobei
fo = f −φ
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fe = 2φ

gilt. σ und σ′ nehmen die Werte±1
2 an. Weiter genügt es, die Wechselwirkung für Werte von~k und~k′

zu kennen, die in der Nähe der Fermifläche liegen. Im isotropen Fall hängt die Wechselwirkung dann nur
noch von dem Winkelθ zwischen~k und~k′ ab. Es gilt dann

f (~k,σ,~k′,σ′)
∣∣∣
|~k|=|~k′|=kF

= f (θ,σ,σ′)

= f (θ)+4σσ′φ(θ)

=
∞

∑
L=0

( fL +4σσ′φL)PL(cosθ)

Aus der Orthogonalität der Legendrepolynome

2L +1
2

∫ 1

−1
PL(cosθ)PL′(cosθ)d(cosθ) = δL,L′

folgt {
fL
φL

}
=

2L +1
4π

∫
dΩPL(cosθ)

{
f (~k,~k′)
φ(~k,~k′)

}∣∣∣∣∣
|~k|=|~k′|=kF

In vielen Anwendungen genügt es, die ersten paar KoeffizientenfL und φL zu kennen. In diesen Fällen
kann die Theorie auf wenige Parameter zurückgeführt werden und ist sehr gut zu verwenden. In Metallen
hat man dagegen in der Regel keine Rotationssymmetrie und damit einen sehr großen Satz von Parame-
tern. Man muß dannf (~k,~k′) und φ(~k,~k′) an der Fermifläche kennen. Die Theorie wird damit deutlich
weniger gut handhabbar.

2.2 Gleichgewichtseigenschaften der normalen Fermiflüssigkeit

Ein fundamentaler Parameter der Theorie ist die effektive Masse. Sie ist wie üblich über

kF

m∗
≡
∣∣∣∇~kε0

~k

∣∣∣
|~k|=kF

= vF

definiert. In der Nähe der Fermifläche gilt also

ε0
k = µ+(k−kF)

kF

m∗

wobei Isotropie angenommen wurde. Die effektive Masse kann experimentell über die Messung der spe-
zifischen Wärme bei tiefen Temperaturen bestimmt werden.

Spezifische Wärme

Es gilt

cV =
1
V

∂E
∂T

∣∣∣∣
V
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Eine Änderung der Temperatur führt zu einer Änderung der Besetzungszahlen, so daß

cV =
1
V ∑
~k,σ

δE

δn(~k,σ)

δn(~k,σ)
δT

=
1
V ∑
~k,σ

ε~k
δn(~k,σ)

δT

=
1
V ∑
~k,σ

ε~k
∂n(~k,σ)

∂ε~k

(
−

ε~k−µ

T
+

∂(ε~k−µ)
∂T

)

Der Term∑~k′ f (~k,~k′)δn(~k) in ε~k ist O(T2) und kann hier für tiefe Temperaturen vernachlässigt werden.
Wir können alsoε~k = ε0

~k
setzen. Man erhält dann wie auch im Fall von nicht-wechselwirkenden Fermisy-

stemen

cV =
1
3

m∗kFk2
BT

Typischerweise istm∗ größer alsm. Für flüssiges3He bei Normaldruck istm∗ = 3m. Es gibt aber so-
genannte Schwere Fermionen, das sind Elektronen in Systemen wie CeCu2Si2, UPt3, CeAl3, hier wird
m∗/m von der Größenordnung 102 bis 103.

Effektive Masse und Wechselwirkung

Daß die effektive Masse nicht gleichm ist, liegt natürlich daran, daß wir es mit wechselwirkenden Fer-
mionen zu tun haben.m∗ muß also mit der Wechselwirkung zu tun haben. Dieser Zusammenhang kann
auf unterschiedliche Weise hergeleitet werden. Ich benutze hier eine Herleitung, die die Gallilei-Invarianz
benutzt. Wir betrachten das System in einem Bezugssystem, daß sich mit der (kleinen) Geschwindigkeit
δ~v = δ~k/m relativ zum ursprünglichen System bewegt. Der Schwerpunkt bewegt sich also mitδ~v. Die
Energie ist also umδE = (Nm)~v2/2 erhöht. Diese Energieänderung kann man auch berechnen, indem
man die Ausgangsformel

δE = ∑
~k,σ

ε0
~k

δn(~k,σ)+
1

2V ∑
~k,~k′,σ,σ′

f (~k,σ,~k′,σ′)δn(~k,σ)δn(~k′,σ′)

benutzt undδn(~k,σ) = n(~k+ δ~k,σ)−n(~k,σ) setzt. Der erste Term ist dann

∑
~k,σ

ε0
~k

δn(~k,σ) = ∑
~k,σ

ε0
~k
(n(~k+ δ~k,σ)−n(~k,σ))

= ∑
~k,σ

(ε0
~k+δ~k− ε0

~k
)n(~k,σ)

=
δ~k2

2m∗∑
~k,σ

n(~k,σ)

= Ne
δk2

2m∗

Für den zweiten Term erhält man

1
2V ∑

~k,~k′,σ,σ′
f (~k,σ,~k′,σ′)δn(~k,σ)δn(~k′,σ′)
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=
1

2V ∑
~k,~k′,σ,σ′

f (~k,σ,~k′,σ′)(n(~k+ δ~k,σ)−n(~k,σ))(n(~k′+ δ~k,σ′)−n(~k,σ))

=
1

2V ∑
~k,~k′,σ,σ′

f (~k,σ,~k′,σ′)(δ~k · k̂)(δ~k′ · k̂′)δ(k−kF)δ(k′−kF)

=
V

2(2π)64
∫

k2dkdΩ
∫

d3k′2dk′ f (~k,σ,~k′,σ′)(δ~k · k̂)(δ~k′ · k̂′)δ(k−kF)δ(k′−kF)

=
Vδk2

8π4 k4
F

∫ 1

−1
d(cosθ)

∫ 1

−1
d(cosθ′) f (θ−θ′)cosθcosθ′

=
Vk4

F

8π4 δk24
9

f1

Benutzt man, daßρ = k3
F/(3π2), dann erhält man für den zweiten Term

kF

3π2Ne
δk2

2

Setzt man die Ausdrücke, die man fürδE erhält, gleich, so ergibt sich

1
m

=
1

m∗
+

kF

3π2 f1

Häufig führt man normierte Entwicklungskoeffizienten

FL = ρF fL
ZL = ρFφL

ein, wobeiρF die Zustandsdichte an der Fermikante ist. Es gilt

ρF =
1
V ∑
~k,σ

δ(ε0
~k
−µ)

=
2

(2π)34π
∫

k2dkδ(ε0
~k
−µ)

=
m∗kF

π2

Damit erhält man jetzt
m∗

m
= 1+

F1

3

Kompressibilität

Die Kompressibilität einer Flüssigkeit gibt die Änderung des Druckes mit dem Volumen an. Für feste
Teilchenzahl gilt

1
χ

=−V
∂P
∂V

= ρ
∂P
∂ρ

Die Kompressibilität ist mit der Schallgeschwindigkeit über die Beziehung

c2 =
1

mρχ
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verknüpft. Anschaulich ist klar, daß die Kompressibilität in einer homogenen Fermiflüssigkeit nur von
kugelsymmetrischen Mittelwert vonf (~kσ,~k′σ′) abhängen kann, also nur vonF0.

Da die freie Energie extensiv ist, gilt

F(T,V,N) = V f(T,ρ)

und damit

P =−∂F
∂V

= f −ρ
∂ f
∂ρ

1
χ

= ρ2 ∂2

∂ρ2 f (T,ρ)

Mit

µ =
∂F
∂N

=
∂ f (T,ρ)

∂ρ

erhält man

1
χ

= ρ2 ∂µ
∂ρ

Die linke Seite läßt sich berechnen, indem man die Beziehung

ε(~k) =
δE

δn(~k)
= ε0

~k
+

1
V ∑
~k′,σ′

f (~k,σ,~k′,σ′)δn(~k′)

benutzt fürk= kF , daµ= ε(kF). Für die Kompressibilität genügt es, isotropeδn(~k) = δn(k) zu betrachten.

∂µ
∂ρ

=
∂ε0

kF

∂kF

∂kF

∂ρ
+∑

σ′

∫
d3k′

(2π)3 f (kF ,~k
′)

δn(k′)
δkF

∂kF

∂ρ

Es gilt ρ = k3
F/(3π2) und damitρ ∂kF

∂ρ = kF
3 , weiter

∂ε0
kF

∂kF
= kF

m∗ ,
∂n(k′)
∂kF

= δ(k′−kF) und damit

ρ
∂µ
∂ρ

=
k2

F

3m∗
+

k2
F

(2π)3

kF

3 ∑
σ′

∫
dΩ f (θ,σσ′) =

k2
F

3m∗
(1+F0)

Man erhält also schließlich
1
χ

=
ρk2

F

3m∗
(1+F0) =

ρk2
F

m
1+F0

3+F1

χ hängt also vonF0 ab wie erwartet und außerdem über die effektive Masse auch vonF1. Die Kompres-
sibilität wird unendlich, wennF0 =−1 wird. Das System ist dann instabil. Es muß alsoF0 >−1 gelten.
Das ist ein Spezialfall des StabilitätskriteriumsFL >−(2L+1), ZL >−(2L+1), das sich generell zeigen
läßt.

Magnetische Suszeptibilität

Bisher haben wir nur spinunabhängige Störungen betrachtet. Diese lassen sich mit den ParameternFL in
Verbindung bringen. Als nächstes wollen wir eine spinabhängige Störung betrachten. Das einfachste ist
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ein kleines magnetisches FeldδH, das zu einer MagnetisierungδM führt. Die magnetische Suszeptibilität
ist χM = ∂M

∂H . Die Magnetisieung ist durch

δM = ρ(+
1
2

)−ρ(−1
2

) = 2∑
σ

σρ(σ)

gegeben. Wir können sie berechnen, indem wir benutzen, daß das chemische Potential nicht vonσ an-
hängen darf. Bezeichnet man trotzdem mitµ(σ) das chemische Potential für Fermionen mit Spinσ, dann
gilt in erster Ordnung

µ(σ) = µ0−σδH +2∑
σ′

∂µ(σ)
∂ρ(σ′)

σ′δM

und damit wegenµ(+) = µ(−)

δH = 2 ∑
σ,σ′

∂µ
∂ρ(σ′)

σσ′δM

1
χM

= 2 ∑
σ,σ′

∂µ
∂ρ(σ′)

σσ′

Das Vorgehen ist ähnlich wie im Fall der Suszeptibilität. Ausgangspunkt ist die Formel für die Energien

ε(~k,σ) = ε0
~k,σ−σδh+

1
V ∑
~k′,σ′

f (~k,σ,~k′,σ′)δn(~k′,σ′)

Für k = kF muß die linke Seite gleichµ sein. Man erhält also

∂µ
∂ρ(σ′)

=
∂kF

∂ρ(σ′)

[
∂ε0

kσ
∂kF

δσ,σ′ +
∫

d3k′

(2π)3 f (kF ,σ,~k′,σ′)
∂n(~k′,σ′)

∂kF

]

=
2π2

k2
F

[
kF

m∗
δσ,σ′ +

kF

2m∗
(F0 +4σσ′Z0)

]

1
χM

=
4π2

kFm∗
+

4π2

kFm∗
Z0

χM =
kFm∗

4π2(1+Z0)

Auch hier erkennt man wieder die StabilitätsbedingungZ0 > −1. Für flüssiges3He liegen tyopische
Werte vonZ0 zwischen -0.67 bei Normaldruck und -0.76 bei 27 atm. Das System ist also nahe an einer
ferromagnetischen Instabilität.

Stabilität

Wir haben schon erwähnt, daß die Fermiflüssigkeit stabil ist, fallsFL,ZL > −2L−1 gilt. Das soll jetzt
noch gezeigt werden. Die Fermiflüssigkeit ist stabil, fallsE−µN ein Minimum annimmt. Wir berechnen
also

δ(E−µN) = ∑
~k,σ

(ε0
~k
−µ)δn(~k,σ)+

1
2V ∑

~k,σ,~k′,σ′
f (~k,σ,~k′,σ′)δn(~k,σ)δn(~k′,σ′)
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für allgemeineδn(~k,σ). Wir betrachten speziell ein isotropes System bei tiefen Temperaturen, lassen also
nur Fluktuationen an der Fermikante zu. Solche Fluktuationen können in der Form

δn(~k,σ) = δ(kF −k)δkF(θ,σ)− 1
2

∂δ(kF −k)
∂k

δkF(θ,σ)2

parametrisiert werden. In erster Ordnung inδkF(θ,σ) verschwindetδ(E−µN). In zweiter Ordnung erhält
man

δ(E−µN) =
V
8

ρFv2
F

[
∑
σ

∫
dcosθδkF(θ,σ)2

+
1
2 ∑

σ,σ′

∫
dcosθ

∫
dcosθ′( f (θ−θ′)+4σσ′φ(θ−θ′))δkF(θ,σ)δkF(θ′,σ′)

]
Entwickelt man

δkF(θ,σ) = ∑
L

δkL(σ)PL(cosθ)

so ergibt sich

δ(E−µN) =
V
8

ρFv2
F ∑

L

[
(δkL(+

1
2

)+ δkL(−1
2

))2(1+
FL

2L +1
)

(δkL(+
1
2

)−δkL(−1
2

))2(1+
ZL

2L +1
)
]

Die rechte Seite muß positiv definit sein, daraus folgtFL,ZL >−2L−1.

2.3 Mikroskopische Herleitung

konventionelle Störungsrechnung

Betrachten wie zunächst ein konventionelles, generisches Modell für wechselwirkende Fermionen

H = ∑
~k,σ

ε~kc
†
~k,σ

c~k,σ +
1
2 ∑

k1...k4,σ1...σ4

V~k1,~k2,~k3,~k4
c†
~k1σ1

c†
~k2,σ2

c~k4,σ4
c~k3,σ3

Berechnet man in konventioneller Störungsrechnung die Energie bis in zweite Ordnung, so erhält man

E = ∑
~k,σ

ε~kn(~k,σ)+
1
2 ∑
~k1σ1,~k2σ2

V~k1,~k2,~k1,~k2
n(~k1,σ1)n(~k2,σ2)

+
1
4 ∑

k1...k4,σ1...σ4

δ~k1+~k2,~k3+~k4

|V~k1,~k2,~k3,~k4
|2

1
2m(k2

1 +k2
2−k2

3−k2
4)

n(~k1,σ1)n(~k2,σ2)(1−n(~k3,σ3))(1−n(~k4,σ4))

+O(V3)

Führt man in diesem Ausdruck kleine Variationen dern(~k,σ) durch, so erhält man

ε0
~k,σ = ε~k + ∑

~k1,σ1

V~k,~k1,~k,~k1
n(~k1,σ1)

+
1
2 ∑

k1...k3,σ1...σ3

δ~k+~k1,~k2+~k3

|V~k,~k1,~k2,~k3
|2

1
2m(k2 +k2

1−k2
2−k2

3)
n(~k1,σ1)(1−n(~k2,σ2))(1−n(~k3,σ3))

−1
2 ∑

k1...k3,σ1...σ3

δ~k1+~k2,~k+~k3

|V~k1,~k2,~k,~k3
|2

1
2m(k2

1 +k2
2−k2−k2

3)
n(~k1,σ1)n(~k2,σ2)(1−n(~k3,σ3))

+O(V3)
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1
V

f (~k1,σ1,~k2,σ2) = V~k1,~k2,~k1,~k2

+
1
2 ∑
~k3,σ3,~k4,σ4

δ~k1+~k2,~k3+~k4

|V~k1,~k2,~k3,~k4
|2

1
2m(k2

1 +k2
2−k2

3−k2
4)

(1−n(~k3,σ3))(1−n(~k4,σ4))

+
1
2 ∑
~k3,σ3,~k4,σ4

δ~k1+~k2,~k3+~k4

|V~k3,~k4,~k1,~k2
|2

1
2m(k2

1 +k2
2−k2

3−k2
4)

n(~k3,σ3)n(~k4,σ4)

− ∑
~k3,σ3,~k4,σ4

δ~k1+~k3,~k2+~k4

|V~k1,~k3,~k2,~k4
|2

1
2m(k2

1 +k2
3−k2

2−k2
4)

n(~k3,σ3)(1−n(~k4,σ4))

+O(V3)

Obwohl diese Rechnung im Prinzip durchführbar ist, erkennt man das typische Problem der Störungs-
rechnung: Es treten kleine Energienenner auf. Speziell in höheren Ordnungen treten dadurch Divergenzen
auf. Im Prinzip müssten in so einer Störungsrechnung unendlich viele Terme aufsummiert werden. Das
wird in praktischen Rechnungen auch gemacht, aber typischerweise, indem man für die aufsummierten
Größen Integralgleichungen aufstellt und dann diese Integralgleichungen löst. Diese Rechnungen werden
natürlich auf der Basis einer feldtheoretischen Störungsrechnung durchgeführt, wie wir sie im vorange-
gangenen Kapitel kennengelernt haben. Wie diese Rechnung im Prinzip funktioniert, werden wir uns jetzt
ansehen.

Selbstenergie

Analog zu dem nichtwechselwirkenden Propagator setzt man im translationsinvarianten wechselwirken-
den System 〈

φ∗~k,σ(τ)φ~k,σ(τ′)
〉

=
1
β ∑

ωn

exp(−iωn(τ− τ′))G~k,σ(ωn)

Für G~k,σ(ωn) kann man eine graphische Entwicklung machen.G~k,σ(ωn) ist durch die Summe aller zu-
sammenhängenden Diagramme mit zwei äußeren Linien gegeben. Formal kann man

G~k,σ(ωn) =
1

ε~k−µ− iωn + Σ(~k, iωn)

geschrieben werden.Σ(~k,ωn) wird als Selbstenergie bezeichnet. Entwickelt manG~k,σ(ωn), so ergibt sich

G~k,σ(ωn) =
∞

∑
r=0

(−1)r g̃~k(ωn)
[
Σ(~k, iωn)g̃~k(ωn)

]r−1

Daraus erkennt man, daßΣ(~k,ωn) diagrammatisch als Summe aller amputierten, ein-Teilchen irreduziblen
Diagramme mit zwei äußeren Linien geschrieben werden kann. Dabei bedeutet amputiert, da für die
äußeren Linien kein Faktor ˜g~k(ωn) mitgenommen wird, und ein-Teilchen irreduzibel, daß das Diagramm
nicht in zwei Teile zerfällt, wenn eine Linie durchschnitten wird.

Aus dem Einteilchenpropagator oder auch aus der Selbstenergie lassen sich die Einteilchenenergien
bestimmen. Dazu setzt man zunächst den Einteilchenpropagator in die komplexe Ebene fort und führt für
reelleω die beiden Größen:

GR/A
~k,σ

(ω) =− 1

ε~k−µ−ω + Σ(~k,ω)∓ iη
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ein. Im allgemeinen wird diese Fortsetzung durchgeführt, indem man

G~k,σ =
∫ ∞

−∞

dω′

2π
ρ(~k,ω′)
ω′− iωn

schreibt undiωn durch ω ersetzt. Zunächst ist zu bemerken, da diese Fortsetzung nicht eindeutig ist.
Da exp(iωnβ) = ζ ist, kann manG natürlich mit einem Faktorζexp(iωnβ) multiplizieren, ohne daß der
Ausdruck sich ändert. Damit hätte man inGR/A einen Faktorζexp(ωβ). GR/A sind aber die retardierten
und avancierten Greenschen Funktionen, von denen das asymptotische Verhalten für großeω aus ihrer
direkten Berechnung bekannt ist, sie sind∝ |ω|−1. Fordert man dies zusätzlich, dann ist die analytische
Fortsetzung eindeutig. Die Pole vonGR/A ergeben die Einteilchenenergien.

ω = ε~k + Σ(~k,ω)

Daraus ergibt sich
dω
dk

=
k
m

+
∂Σ
∂k

+
∂Σ
∂ω

dω
dk

Mit dω
dk = k

m∗ erhält man für die effektive Masse

m∗ = m

(
1+

m
k

∂Σ
∂k

)(
1− ∂Σ

∂ω

)
auszuwerten beik = kF .

Es bleibt also,Σ zu berechnen. In erster Ordnung erhält man den Beitrag

Σ′1(~k) =
1

βV ∑
~k1ω1

V~k,~k1,~k,~k1
g̃~k1

(ω1) = ∑V~k,~k1,~k,~k1
n~k1

Dieser Beitrag hängt nicht vonω ab. Es ergibt sich also nur eine Verschiebung der Energieskala und
damit eine Verschiebung des chemischen Potentials. Setzt man hiern~k1

= n(~k1) = θ(εF − ε~k1
) mit den

ursprünglichen Einteilchenenergienε~k1
ein, dann erhält man das störungstheoretische Resultate erster

Ordnung. Dieses Resultat läßt sich verbessern, indem man stattΣ′1 die Größe

Σ1(~k) =
1

βV ∑
~k1ω1

V~k,~k1,~k,~k1
G~k1

(ω1) = ∑V~k,~k1,~k,~k1
n~k1

berechnet. Hier istn~k1
die Besetzungszahl des wechselwirkenden Systems, die selbstkonsistent bestimmt

wird. Dieser Beitrag entspricht einer Hartree-Fock Näherung.
In zweiter Ordnung ergibt sich der Beitrag

Σ′2(~k,ωn) =
1

β2V2 ∑
~k1,ωn1,

~k2,ωn2

V~k,~k1,~k,~k1
V~k1,~k2,~k1,~k2

g̃~k2
(ωn2)g̃

2
~k1

(ωn1)

+
1

β2V2 ∑
~k1,ωn1,

~k2,ωn2

V~k,~k1+~k2−~k,~k1,~k2
V~k1,~k2,~k,~k1+~k2−~kg̃~k1

(ωn1)g̃~k2
(ωn2)g̃~k1+~k2−~k(ωn1 + ωn2−ωn)

Während der erste Term wie schon der Beitrag erster Ordnung nicht vonωn abhängt, gilt dies für den
Beitrag zweiter Ordnung nicht mehr. Auch hier kann man natürlich wieder statt der Propagatoren des
nicht-wechselwirkenden Systems die des wechselwirkenden Systems einsetzten und eine entsprechende
GrößeΣ2 berechnen. Macht man dies generell, erhält man fürΣ eine Summe von zwei-Teilchen irredu-
ziblen Diagrammen.
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Quasiteilchenenergie

Als nächstes suchen wir die Lösungen der Gleichungω = ε~k + Σ(~k,ω), die die Pole der Greenschen

Funktion liefert. In der ersten OrdnungΣ1(~k) gibt es wie für das freie System nur eine Lösung fürω. Wir
nehmen die zweite Ordnung mit. In dieser Ordnung treten inΣ2(~k,ω) Pole auf. Der Einfachheit halber
betrachten wir ein artifizielles Modell, bei dem inΣ2(~k,ω) nur zwei Pole auftreten, also

Σ2(ω) =
A1

ω− ε1
+

A2

ω− ε2

Die Greensche Funktion hat bis zu dieser Ordnung die Struktur

G2(ω) =
1

ω− ε0−Σ2(ω)

=
(ω− ε1)(ω− ε2)

(ω− ε0)(ω− ε1)(ω− ε2)−A1(ω− ε2)−A2(ω− ε1)

Für kleineA1, A2, das entspricht dem Fall schwacher Wechselwirkung, gibt es drei Pole, die in der Nähe
von ε0, ε1 undε2 liegen. Die Summe der Residuen ist 1, das Residuum von dem Pol naheε0 ist nahe bei
1, die anderen beiden Residua sind klein. In führender Ordung inAi sind die Residua

1−
2

∑
i=1

Ai

(ε0− εi)2

Ai

(ε0− εi)2 , i = 1,2

Für das allgemeine System ist die Situation ganz analog. Die Greensche Funktion hat einen Pol in der Nä-
he vonε~k mit einem reduzierten Residuum. Der Pol in der Nähe vonε~k wird als Quasiteilchen bezeichnet.
Seine Energie ist gerade die Quasiteilchenenergie in der Fermiflüssigkeitstheorie.

Wechselwirkung der Quasiteilchen

Die Wechselwirkung der Quasiteilchen in der Fermiflüssigkeit ist eine effektive Wechselwirkung, al-
so eine Zweiteilchen-Eigenschaft des Systems. Um sie zu berechnen, benötigen wir die Zweiteilchen-
Greensfunktion 〈

φ∗~k1σ1
(τ)φ∗~k2σ2

(τ)φ~k3σ3
(τ)φ~k4σ4

(τ)
〉

Wir haben schon gesehen, daß man sie in der Form

〈
φ∗~k1σ1

(τ)φ∗~k2σ2
(τ)φ~k3σ3

(τ)φ~k4σ4
(τ)
〉

=
〈

φ∗~k1σ1
(τ)φ~k4σ4

(τ)
〉〈

φ∗~k2σ2
(τ)φ~k3σ3

(τ)
〉

−
〈

φ∗~k1σ1
(τ)φ~k3σ3

(τ)
〉〈

φ∗~k2σ2
(τ)φ~k4σ4

(τ)
〉

+
〈

φ∗~k1σ1
(τ)φ∗~k2σ2

(τ)φ~k3σ3
(τ)φ~k4σ4

(τ)
〉

c

schreiben kann, wobei der letzte Term den zusammenhängenden Anteil beschreibt. Die ersten beiden
Beiträge beschreiben zwei Quasiteilchen, die nicht miteinander wechselwirken. Die Eigenschaften der
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Quasiteilchen selbst sind natürlich durch die Wechselwirkung der Teilchen bestimmt. Der dritte Term
enthält die effektive Wechselwirkung. Er kann in der Form〈

φ∗~k1σ1
(τ1)φ∗~k2σ2

(τ2)φ~k3σ3
(τ3)φ~k4σ4

(τ4)
〉

c
= ∑

σ′1σ′2σ′3σ′4
∑

~k′1
~k′2
~k′3
~k′4

∫
dτ′1

∫
dτ′2

∫
dτ′3

∫
dτ′4
〈

φ∗~k1σ1
(τ1)φ~k′1σ′1

(τ′1)
〉

〈
φ∗~k2σ2

(τ2)φ~k′2σ′2
(τ′2)

〉〈
φ∗~k′3σ′3

(τ3)φ~k3σ3
(τ′3)

〉〈
φ∗~k′4σ′4

(τ4)φ~k4σ4
(τ′4)

〉
Γ(2)
~k′1σ′1,~k

′
2σ′2,~k

′
3σ′3,~k

′
4σ′4

(τ′1,τ
′
2,τ
′
3,τ
′
4)

Γ(2) kann als Wechselwirkung der Quasiteilchen interpretiert werden. In einer störungstheoretischen Ent-
wicklung istΓ(2) in erster Ordnung gerade die ursprüngliche Wechselwirkung. Generell istΓ(2) die Sum-
me aller amputierten, ein-Teilchen irreduziblen Diagramme mit vier äußeren Linien. In dieser Hinsicht ist
Γ(2) analog zur Selbstenergie. Der obige Ausdruck ist in dieser Form allgemein. Nimmt man Translations-
invarianz an, dann liefern die Summen nur Beiträge für~k′i =~ki , σ′i = σi . Führt man weiter die Frequenzen
ωn ein, dann können die Integrale berechnet werden und es verbleiben Summen überωni . Wegen der
Energieerhaltung in den Einteilchenpropagatoren sind auch diese Summen trivial auszuführen. Damit
erhält man schließlich die Größe

Γ(2)
~k1σ1,~k2σ2,~k3σ3,~k4σ4

(ωn1,ωn2,ωn3,ωn4) = δK1+K2,K3+K4Γσ1σ2σ3σ4(K1,K2;K1−K3)

wobei diese Gleichung gleichzeitig die Definition vonΓ ist. Ferner istKi = (ωni ,
~ki). K1−K3 ist der Im-

pulsübertrag bei der Wechselwirkung. Ähnlich wie die Selbstenergie hängtΓ in erster Ordnung nicht von
den Frequenzenωn ab, wohl aber in allen höheren Ordnungen. Diese Abhängigkeit drückt die Retardie-
rung der Wechselwirkung aus. Die Spinabhängigkeit kann noch vereinfacht werden, wenn man dieSU(2)
Spinsymmetrie berücksichtigt. Man kann dannΓ in der Form

Γσ1σ2σ3σ4(K1,K2;K) =
1
2

(δσ1σ3δσ2σ4−δσ1σ4δσ2σ3)Γs(K1,K2;K)

+
1
2

(δσ1σ3δσ2σ4 + δσ1σ4δσ2σ3)Γt(K1,K2;K)

schreiben, wobeiΓs den Singulett-Anteil undΓt den Triplett-Anteil vonΓ bezeichnet.
In der Fermiflüssigkeitstheorie wird eine effektive Wechselwirkung betrachtet, die nur von den Än-

derungenδn(~k,σ) abhängt. Das bedeutet, daß der Impulsübertrag verschwindet. Für die Berechnung der
effektiven Quasiteilchenwechselwirkung wird man also inK = (ωn,~k) den Impulsübertrag= 0 setzen.
Zudem wird der Limes tiefer Temperaturen betrachtet, wir werden also den Limesωn→ 0 betrachten.
Schließlich werden wirΓ nur für~ki in der Nähe der Fermikante, alsoki ≈ kF berechnen. In diesem Limes
liefert Γ die effektive Wechselwirkung der Fermiflüssigkeitstheorie.

Betrachtet man eine Störungsentwicklung vonΓ, so erhält man in erster Ordnung die ursprüngliche
Wechselwirkung. Für Impulsübertrag= 0 liefert dies die erste Ordnung von der Quasiteilchenwechsel-
wirkung, in Übereinstimmung mit der Störungstheorie. Ebenso stimmt auch die zweite Ordnung überein.
Man kann diese Entwicklung wie bei der Selbstenergie dadurch verbessern, daß man statt der Propaga-
toren des nicht-wechselwirkenden Systems eine diagrammatische Entwicklung mit den Propagatoren des
wechselwirkenden Systems macht.Γ ist dann eine Summe über alle zwei-Teilchen irreduziblen Diagram-
me (statt vorher eine Summe über alle ein-Teilchen irreduziblen Diagramme, ganz analog zur Selbstener-
gie). In der Regeln wird auchΓ als eine Summe unendlich vieler Diagramme berechnet, indem man
eine entsprechende Integralgleichung löst. Das Problem ist aber, daß in all diesen störungstheoretischen
Entwicklungen Divergenzen auftreten können, so daß diese Entwicklungen oft nicht durchführbar sind.
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2.4 Renormierung

2.4.1 Grundidee

Ein Verfahren, das es erlaubt, mit den in der Störungsrechnung auftretenden Divergenzen umzugehen,
ist die Renormierung. Renormierung ist ein allgemeines Verfahren, daß auf ganz unterschiedliche Mo-
delle in ganz unterschiedlicher Weise angewandt wird. Wichtig ist, sich möglichst an einem Beispiel die
Grundidee klar zu machen. Wir betrachten an dieser Stelle als Beispiel ein wechselwirkendes, translatio-
nainvariantes Fermionensystem

Z =
∫

D[φ]exp(S[φ∗,φ])

S[φ∗,φ] = ∑
K

(iωn− ε~k +µ)φ∗KφK−V[φ∗,φ]

wobeiK = (ωn,~k,σ) ein Multiindex ist, der die Matsubarafrequenzen, die Impulsvektoren und den Spin
enthält. Die Wechselwirkung ist hier eine ganz allgemeine WechselwirkungV[φ∗,φ]. Wir haben im ersten
Kapitel der Vorlesung gesehen, daß man alle zusammenhängenden Propagatoren aus einer erzeugenden
Funktion

W[J∗,J] = ln

〈
exp(−V[φ∗,φ]+∑

K

(J∗KφK + φ∗KJK))

〉
0

durch Ableiten nach den FeldernJK undJ∗K berechnen kann. Dabei ist

〈A[φ∗,φ]〉0 =
∫

D[φ]A[φ∗,φ]exp(∑K(iωn− ε~k +µ)φ∗KφK)∫
D[φ]exp(∑K(iωn− ε~k +µ)φ∗KφK)

der Erwartungswert im nicht-wechselwirkenden System. Der Einteilchenpropagator im nichtwechselwir-
kenden System ist

C(K) =
1

iωn− ε~k +µ

und hat eine Divergenz fürωn = 0 undε~k = µ, also gerade für den Fall, der in der Fermiflüssigkeitstheorie
interessiert: Quasiteilchen nahe der Fermikante bei tiefen Temperaturen. Die Idee der Renormierung ist
nun eigentlich relativ einfach: Man führt einen CutoffΛ ein und integriert in den Integralen zur Berech-
nung vonW zunächst nur über die FelderφK undφ∗K , für die|iωn−ε~k +µ|>Λ gilt. Die übrig gebliebenen
Integrale können wieder in der Form

W[J∗,J] = ln

〈
exp(−VΛ[φ∗,φ,J∗,J]+ ∑

K: |iωn−ε~k+µ|<Λ
(J∗KφK + φ∗KJK))

〉
Λ,0

geschrieben werden. Dabei hängt der nichtwechelwirkende Anteil jetzt vonΛ ab, dadurch hängt der Mit-
telwert vonΛ ab, und die neue WechselwirkungVΛ[φ∗,φ,J∗,J] hängt explizit vonΛ und von den Feldern
JK undJ∗Kmit |iωn−ε~k +µ|>Λ ab. In dem neuen Integral sind insbesondere die Divergenzen verschoben,
da dieε~k und eventuell auchµ verschoben sind. Interessiert man sich nur für Propagatoren in der Nähe
der Fermikante, benötigt man zudem die FelderJK undJ∗K in VΛ[φ∗,φ,J∗,J] nicht und kann diese explizit
0 setzten. Als nächstes wird ein neuer CutoffΛ1 eingeführt und es werden alleφK undφ∗K integriert, mit
|iωn− ε~k + µ| > Λ1. Man erhält wiederum ein neuesVΛ1 und verschobene Einteilchenenergien. Iteriert
man dieses Verfahren, so erhält man schließlich eine effektive Theorie, die nur noch Felder mit kleinen
|iωn− ε~k + µ| enthält. Das ist die gesuchte effektive Theorie. A priori ist natürlich nicht klar, daß dieses
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Verfahren konvergiert. Im allgemeinen wird man keine Konvergenz erwarten können, lediglich in be-
stimmten Fällen und für schwache Wechselwirkung läßt sich die Konvergenz unter Umständen beweisen.
Zudem wird das Verfahren technisch oft in unterschiedlicher Weise durchgeführt: An Stelle von diskreten
Schritten kann man den Cutoff kontinuierlich variieren. An Stelle eines ’harten’ Cutoffs kann man einen
’weichen’ verwenden (diese Begriffe werden später genau erklärt). An Stelle vonW kann man mit einer
anderen Erzeugenden Funktion rechnen.

2.4.2 Effektive Wirkung

Für Fermisysteme scheint es günstig, statt mitW mit einer anderen Funktion zu rechnen, nämlich mit

Geff[ψ∗,ψ] = ln〈exp(−V[φ∗+ ψ∗,φ + ψ])〉0

Wir hatten diese Größe schon im ersten Kapitel erwähnt und wollen Sie jetzt genauer betrachten. Zunächst
gilt

Z0〈exp(−V[φ∗+ ψ∗,φ + ψ])〉0 =
∫

D[φ]exp(∑
K

(iωn− ε~k +µ)φ∗KφK−V[φ∗+ ψ∗,φ + ψ])

=
∫

D[φ]exp(∑
K

(iωn− ε~k +µ)(φ∗K−ψ∗K)(φK−ψK)−V[φ∗,φ])

= exp(∑
K

(iωn− ε~k +µ)ψ∗KψK)

×
∫

D[φ]exp(∑
K

(iωn− ε~k +µ)φ∗KφK−V[φ∗,φ]

−∑
K

(iωn− ε~k +µ)(φ∗KψK + ψ∗KφK))

= Z0exp(∑
K

(iωn− ε~k +µ)ψ∗KψK +W[C(K)−1ψ∗K ,C(K)−1ψK ])

und damit
Geff[ψ∗,ψ] = ∑

K

ψ∗KC(K)−1ψK +W[C(K)−1ψ∗K ,C(K)−1ψK ]

Da W die Erzeugende für zusammenhängende Propagatoren ist, kann man leicht ausrechnen, daßGeff

die erzeugende für zusammenhängende, amputierte Propagatoren ist. Durch die FaktorenC(K)−1 im
Argument vonW wird beim Ableiten das Resultat für jede äußere Linie mit einem FaktorC(K)−1 =
(iωn− ε~k +µ) multipliziert.
−Geff wird auch als effektive Wechselwirkung bezeichnet.

2.4.3 Renormierungsgleichung fürGeff

In diesem Abschnitt werden wir eine Renormierungsgleichung für die effektive Wirkung herleiten. Im
Gegensatz zu dem oben beschriebenen Vorgehen werden wir eine kontinuierliche Renormierung vorneh-
men. Wir führen dazu einen modifizierten Propagator

CΛ(K) =
ΘΛ(K)

iωn− (ε~k−µ)

ein. Dabei istΘΛ(K) eine Abschneidefunktion (cut-off Funktion), unter der man sich am einfachsten
einen ’harten’ cut-off

ΘΛ(K) = θ(|ε~k−µ− iωn|−Λ)
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vorstellen kann. Da es für analytische Rechnungen unter Umständen günstiger ist, mit einer differenzier-
baren Abschneidefunktion zu rechnen. Für|ε~k−µ− iωn| � Λ ist ΘΛ(K) = 1 undCΛ(K) = C(K). Für
|ε~k−µ− iωn| � Λ ist ΘΛ(K) = 0 und damitCΛ(K) = 0. Ich definiere

GΛ
eff[ψ

∗,ψ] = ln

∫
D[φ]exp(∑K φ∗K(CΛ(K))−1φK−V[φ∗+ ψ∗,φ + ψ])∫

D[φ]exp(∑K φ∗K(CΛ(K))−1φK)

Für K-Werte mitΘΛ(K) = 0 tragen in diesem Integral nurφK = 0 bei.GΛ
eff ist dann durch−V gegeben.

FürK-Werte mitΘΛ(K) = 1 istGΛ
eff durchGeff gegeben.GΛ

eff interpoliert zwischen−V undGeff. Das Ziel
besteht jetzt darin, eine Differentialgleichung fürGΛ

eff herzuleiten, mit die man mit der Anfangsbedingung
−V die effektive Wirkung berechnen kann. Dazu benutzen wir die Beziehungen

F [ψ∗,ψ] = F

[
∂

∂η
,

∂
∂η∗

]
exp(∑

K

(η∗KψK + ηKψ∗K))

∣∣∣∣∣
η=η∗=0

∫
D[φ]exp(∑

K

φ∗K(CΛ(K))−1φK +∑
K

(η∗KφK +ηKφ∗K)) = exp(∑
K

η∗KCΛ(K)ηK)
∫

D[φ]exp(∑
K

φ∗K(CΛ(K))−1φK)

Die zweite Gleichung läßt sich in der Form〈
exp(∑

K

(η∗KφK + ηKφ∗K))

〉
Λ,0

=
∫

D[φ]exp(∑K φ∗K(CΛ(K))−1φK + ∑K(η∗KφK + ηKφ∗K))∫
D[φ]exp(∑K φ∗K(CΛ(K))−1φK)

= exp(∑
K

η∗KCΛ(K)ηK)

schreiben. Damit gilt

exp(GΛ
eff[ψ

∗,ψ]) = 〈exp(−V[φ∗+ ψ∗,φ + ψ])〉Λ,0

= exp

(
−V

[
∂

∂η
,

∂
∂η∗

])〈
exp(∑

K

(η∗K(φK + ψK)+ ηK(φ∗K + ψ∗K)))

〉∣∣∣∣∣
η=η∗=0

= exp

(
−V

[
∂

∂η
,

∂
∂η∗

])
exp(∑

K

η∗KCΛ(K)ηK +∑
K

(η∗KψK + ηKψ∗K))

∣∣∣∣∣
η=η∗=0

= exp

(
−V

[
∂

∂η
,

∂
∂η∗

])
exp

(
∑
K

∂
∂ψK

CΛ(K)
∂

∂ψ∗K

)
exp(∑

K

(η∗KψK + ηKψ∗K))

∣∣∣∣∣
η=η∗=0

= exp

(
∑
K

∂
∂ψK

CΛ(K)
∂

∂ψ∗K

)
exp

(
−V

[
∂

∂η
,

∂
∂η∗

])
exp(∑

K

(η∗KψK + ηKψ∗K))

∣∣∣∣∣
η=η∗=0

= exp

(
∑
K

∂
∂ψK

CΛ(K)
∂

∂ψ∗K

)
exp(−V [ψ∗K ,ψK ])

Damit erhält man

∂
∂Λ

exp(GΛ
eff[ψ

∗,ψ]) = ∑
K

∂
∂ψK

∂CΛ(K)
∂Λ

∂
∂ψ∗K

exp(GΛ
eff[ψ

∗,ψ])

und somit
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∂
∂Λ

GΛ
eff[ψ

∗,ψ] = ∑
K

∂
∂ψK

∂CΛ(K)
∂Λ

∂
∂ψ∗K

GΛ
eff[ψ

∗,ψ]

+∑
K

∂GΛ
eff[ψ

∗,ψ]
∂ψK

∂CΛ(K)
∂Λ

∂GΛ
eff[ψ

∗,ψ]
∂ψ∗K

Dies ist die gesuchte Differentialgleichung fürGΛ
eff. Es handelt sich hier um eine exakte Renormierungs-

gleichung. Allerdings ist sofort zu bemerken, daß sich diese Gleichung in der Regel nicht exakt lösen läßt
und daß man auf typischerweise störungstheoretische Näherungen angewiesen ist. Um diese Gleichung
weitervzu behandeln, kann manGΛ

eff in Monome von FaktorenψK undψ∗K entwickeln und Differential-
gleichungen für die Entwicklungskoeffizienten herleiten. In dem vorliegenden Fall ist es günstiger, eine
Entwicklung der Form

GΛ
eff[ψ

∗,ψ] =
∞

∑
m=0

1
(m!)2 ∑

K1,...,Km

∑
K′1,...,K

′
m

GΛ
m(K′1, . . . ,K

′
m;K1, . . . ,Km)

exp

(
∑
K

∂
∂ψK

∂DΛ(K)
∂Λ

∂
∂ψ∗K

)
m

∏
j=1

ψ∗KψK

mit

DΛ(K) = C(K)−CΛ(K) =
1−ΘΛ(K)
iωn− ε~k +µ

Die Ableitung vonGΛ
eff nachΛ liefert zwei Beiträge, einen von der Ableitung der Koeffizienten und einen

von der Ableitung vonDΛ(K). Wegen

∂DΛ(K)
∂Λ

=−∂CΛ(K)
∂Λ

liefert der zweite Term einen Beitrag von der Form des ersten in der Renormierungsgleichung vonGΛ
eff.

Dieser Term liefert damit keinen Beitrag zur Ableitung der Koeffizienten, lediglich der zweite Term trägt
zur Ableitung der Koeffizienten bei. Die Differentialgleichung für die Koeffizienten kann wieder in einer
graphischen Form aufgeschrieben werden. Diese Form ist besonders für Störungsentwicklungen nützlich.
In der Störungsentwicklung treten nur ein-Teilchen irreduzible Diagramme auf.

Wir wollen die Gleichungen für die Koeffizienten jetzt in niedrigster Ordnung störungstheoretisch
auswerten. Die niedrigste Ordnung, die einen Beitrag zur Ableitung vonGΛ

m liefert, ist O(V2). Beachtet
man zudem, daß wir mit einer Zweiteilchenweechselwirkung starten, so sind alle KoeffizientenGΛ

m mit
m> 2 zu Beginn 0. Diese Koeffizienten liefern nur höhere Ordnung alsO(V2). In O(V2) hat man also
nur eine Gleichung für die KoeffizientenGΛ

2 zu betrachten, wobei auf der rechten Seite auch wieder nur
Terme auftreten, die zwei FaktorenGΛ

2 enthalten. Diese Gleichung lautet

∂
∂Λ

GΛ
2 (K′1,K

′
2;K1,K2) = − ∑

K,K′

∂(DΛ(K)DΛ(K′))
∂Λ

[
1
2

GΛ
2 (K′1,K

′
2;K,K′)GΛ

2 (K,K′;K1,K2)

−GΛ
2 (K′1,K;K1,K

′)GΛ
2 (K′,K′2;K,K2)+GΛ

2 (K′2,K;K1,K
′)GΛ

2 (K′,K′1;K,K2)
]

Da GΛ
2 =− 1

βV Γ(2) kann diese Gleichung direkt in eine Renormierungsgleichung fürΓ(2) umgeschrieben
werden.

∂
∂Λ

Γ(2)
Λ (K′1,K

′
2;K1,K2) =

1
βV ∑

K,K′

∂(DΛ(K)DΛ(K′))
∂Λ

[
1
2

Γ(2)
Λ (K′1,K

′
2;K,K′)Γ(2)

Λ (K,K′;K1,K2)

−Γ(2)
Λ (K′1,K;K1,K

′)Γ(2)
Λ (K′,K′2;K,K2)+ Γ(2)

Λ (K′2,K;K1,K
′)Γ(2)

Λ (K′,K′1;K,K2)
]
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Sie läßt sich noch weiter vereinfachen, wenn man die Translationsinvarianz und die Spinsymmetrie be-
rücksichtigt. Wir hatten oben die Größen

Γ(2)
~k1σ1,~k2σ2,~k3σ3,~k4σ4

(ωn1,ωn2,ωn3,ωn4) = δK1+K2,K3+K4Γσ1σ2σ3σ4(K1,K2;K1−K3)

Γσ1σ2σ3σ4(K1,K2;K) =
1
2

(δσ1σ3δσ2σ4−δσ1σ4δσ2σ3)Γs(K1,K2;K)

+
1
2

(δσ1σ3δσ2σ4 + δσ1σ4δσ2σ3)Γt(K1,K2;K)

eingeführt, wobei hier der IndexK nur noch~k undωn enthält. Damit kann man entsprechende Gleichun-
gen fürΓs undΓt einführen, sie lauten

∂
∂Λ

Γα(K1,K2;K) =
3

∑
r=1

∑
α′,α′′=s,t

Cr
α,α′,α′′β

r
α′,α′′(K1,K2;K)

β1
α′,α′′(K1,K2;K) =

1
2βV ∑

K′

∂(DΛ(K1−K′)DΛ(K2 +K′))
∂Λ

Γα′(K1,K2;K′)Γα′′(K1−K′,K2 +K′;K−K′)

β2
α′,α′′(K1,K2;K) =− 1

βV ∑
K′

∂(DΛ(K′)DΛ(K′+K))
∂Λ

Γα′(K1,K
′;K)Γα′′(K′+K,K2;K)

β3
α′,α′′(K1,K2;K) =

1
βV ∑

K′

∂(DΛ(K′)DΛ(K2−K1 +K′+K))
∂Λ

Γα′(K2,K
′;K2 +K−K1)

×Γα′′(K2−K1 +K +K′,K1;K2 +K−K1)

C1
sss= C1

ttt = 1, C1
α,α′,α′′ = 0 sonst

C2
sss=−C3

sss=−
1
4
, C2

sαα′ =−C3
sαα′ =

3
4

sonst

C2
ttt = C3

ttt =
5
4
, C2

tαα′ = C3
tαα′ =

1
4

sonst

Im allgemeinen kann man diese Gleichungen nicht analytisch lösen. Zum zweiten ist keinesfalls garan-
tiert, daß diese Gleichungen zu nicht-divergenten Resultaten führen. Es ist bekannt, daß bei hinreichend
tiefen Temperaturen eine Divergenz auftritt, die zu einer supraleitenden Instabilität gehört. Das System ist
dann keine Fermiflüssigkeit mehr, sondern ein Supraleiter. Dieser Effekt heißt Kohn-Luttinger Effekt. Er
wurde von Kohn und Luttinger in einer Störungsrechnung zweiter Ordnung 1965 gefunden (Phys. Rev.
Lett.15, 524 (1965)) und läßt sich mathematisch exakt untersuchen (siehe hierzu eine Reihe von Arbeiten
von Knörrer, Trubowitz, Feldman, Sinclair, Salmhofer). Es gibt aber Hinweise darauf, daß für schwache
Wechselwirkung und nicht zu niedrige Temperaturen die Renormierungsgleichungen endliche Resultate
liefern. In diesen Fällen verhält sich das System dann tatsächlich wie eine Fermiflüssigkeit.
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2.4.4 Das Hubbardmodell I, Renormierung

Das Hubbardmodell ist ein Modell für Elektronen auf einem Gitter. Es wird meist in der Form

H = ∑
x,y,σ

tx,yc
†
x,σcy,σ +U ∑

x
nx,↑nx,↓

geschrieben. Für ein translationsinvariantes Gitter mit einem Band kann man Fourier-transformieren und
erhält

H = ∑
~k,σ

ε~kc
†
~k,σ

c~k,σ +
U
Ns

∑
~k,~k′,~q

c†
~k,↑

c†
~k′,↓

c~k′−~q,↓c~k+~q,↑

wobei Ns die Anzahl der Gitterplätze ist. Wir kommen auf allgemeine Resultate für dieses Modell im
nächsten Abschnitt zurück, in diesem Unterabschnitt wollen wir Resultate von Renormierungsrechnun-
gen für dieses Modell kennenlernen. Viele dieser Resultate sind generisch, das Hubbardmodell beschreibt
damit eine typische Fermiflüssigkeit. Die in diesem Abschnitt vorgestellten Resultate sowie die Abbil-
dungen entstammen der Arbeit: Renormalization group analysis of the 2D Hubbard model von Christoph
J. Halboth und Walter Metzner, preprint cond-mat/9908471.

Ausgangspunkt für die Renormierungsrechnung ist das Hubbardmodell auf einem Quadratgitter. Es
gilt also

ε~k =−2t(coskx +cosky)−4t ′(coskx cosky)

wobei−t das Hüpfmatrixelementtx,y für benachbarte Gitterplätzex und y ist, −t ′ das Matrixelement
für übernächste Nachbarn. In allen anderen Fällen gilttx,y = 0. Die ε~k kann man bildlich durch Linien
konstanter Energie in der(kx,ky)-Ebene darstellen, siehe Abbildung 2.1.

Die Wechselwirkung ist

V[φ∗,φ] =
U
Ns

∑
K,K′,Q

φ∗K,↑φ
∗
K′,↓φK′−Q,↓φK,↑

Die Matrixelemente der Wechselwirkung sind also unabhängig vonK, K′, und Q. Im folgenden geht
es darum, die Renormierungsgleichungen in der angegebenen Näherung numerisch zu lösen. Dazu sind
verschiedene zusätzliche Näherungen und Annahmen nötig (die in der Vorlesung deutlich ausführlicher
diskutiert werden, als hier. Details findet man in der zitierten Arbeit von Halboth und Metzner.):

1. Zuerst benötigt man eine geeignete Diskretisierung im~k-Raum. Hat manN Punkte im~k-Raum für
die Diskretisierung ausgewählt, so gibt esO(N3) Kopplungen.N kann also nicht zu groß gemacht
werden. Ein typischer Wert istN = 16.

2. Die Abhängigkeit vonΓ von denωn wird vernachlässigt.

3. DaN so klein ist, man aber genaue Ergebnisse auf der Fermifläche haben will, legt man die Punkte
der Diskretisierung auf die Fermikante. Bei der Rechnung treten auchΓ auf mit Indices, die nicht
auf der Fermikante liegen. Die Werte für die Wechselwirkung werden durch die Werte angenähert,
die man erhält, wenn man die~k auf die Fermifläche projiziert. Für großeΛ ist das exakt, daΓ dann
konstant ist. Für kleineΛ treten überhaupt nur nochΓ auf mit Indices nahe der Fermikante, auch
hier ist die Näherung gut.

4. In der Nähe der Ecken der Fermifläche sollte die Diskretisierung enger gewählt werden als auf den
geraderen Stücken.
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Abbildung 2.1: Linien konstanter Energieε~k in der Brillouin-Zone fürt ′ = 0 (a) undt ′ =−0.16 (b).
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Abbildung 2.2: Die Diskretisierung der Fermikante. Die späteren Resultate beziehen sich auf die hier
angegebene Nummerierung der Winkel.
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Die Näherung durch die Projektion ergibt

ΓΛ
α(~k1,~k2;~k′1,~k

′
2)≈ ΓΛ

α(~kF1,~kF2;~k′F1,~kF1 +~kF2−~k′F1)

Anstelle der~kF kann man den Winkel angeben, der die Richtung von~kF bestimmt. Man erhält dann

ΓΛ
α(~kF1,~kF2;~k′F1,~kF1 +~kF2−~k′F1) = ΓΛ

α(φ1,φ2;φ′1)

Die Diskretisierung, die für die Numerik verwendet wurde, ist in Abbildung 2.2 angegeben.
Neben den effektiven Wechselwirkungen werden im folgenden immer Resultate für eine Reihe von

Suszeptibilitäten angegeben. Eine divergierende effektive Wechselwirkung deutet auf eine Instabilität des
Systems hin. Divergiert eine Suszeptibilität gleichzeitig, erkennt man daran, welche Art von physikali-
scher Instabilität vorliegt. Folgende Suszeptibilitäten werden berechnet:

1. kommensurable antiferromagnetische SpinsuszeptibilitätχS(π,π),

2. incommensurable antiferromagnetische SpinsuszeptibilitätenχS(~q) mit ~q = (π− δ,π) oder~q =
(1−δ)(π,π). Dabei istδ = 1−Ne/Ns die Dotierung, also die Abweichung von halber Füllung.

3. kommensurable LadungssuszeptibilitätχC(π,π) ,

4. Verschiedene Singlet-Paar Suszeptibilitäten für s-Wellen (Formfaktord(~k) = 1), modifizierte s-
Wellen (d(~k) = (coskx+cosky)/

√
2), d-Wellen mit Symmetriedx2−y2 (Formfaktord(~k) = (coskx−

cosky)/
√

2) und mit Symmetriedxy (d(~k) = sinkxsinky).

Die Resultate, die im folgenden gezeigt werden, sind Resultate fürU = t. Die Resultate für die Sus-
zeptibilitäten sind in Einheiten der Suszeptibilität fürU = 0 angegeben. Alle Resultate sind nahe halber
Füllung und für kleinet ′. Wir werden im folgenden Abschnitt sehen, daß das Hubbardmodell bei halber
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Abbildung 2.3: Fluß der Singlet-FunktionenΓΛ
s für verschiedene~k-Werte. Die Werte entsprechen den

Punkten in Abbildung 2.2. Gezeigt sind diejenigen Kopplungen, die sich am stärksten verändern. Die
untere Abbildung zeigt die Suszeptibilitäten. Es istt ′ = 0 undµ = −0.005, das entspricht einer Dichte
knapp unterhalb von halber Füllung. Man erkennt, daß das System eine Instabilität zu einem antiferro-
magnetischen Verhalten zeigt.
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Abbildung 2.4: Wie Abbildung 2.3, aber mitµ =−0.02.
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Füllung, d.h. einem Elektron pro Gitterplatz, einen Antiferromagneten beschreibt. Dieser antiferroma-
gnetische Zustand sollte auch für Dichten in der Nähe von halber Füllung noch stabil sein. Das zeigen die
Resultate in Abbildung 2.3. Bewegt man sich von halber Füllung weiter weg, sollte der Antiferromagnet
nicht mehr stabil sein. In diesem Fall sollte man erwarten, daß aufgrund der Kohn-Luttinger Instabilität
das System supraleitend wird. Das wird tatsächlich beobachtet, siehe Abbildung 2.4. Man erkennt deut-
lich, daß die Spinsuszeptibilitäten zunächst ansteigen, dann aber am einem bestimmtenΛ nicht weiter
oder kaum noch anwachsen. Dann zeigt sich plötzlich die d-Wellen Supraleitung, die das Verhalten do-
miniert. Führt man entsprechende Rechnungen für viele Parameter durch, kann man ein Phasendiagramm
des Hubbardmodells für kleineU und nahe halber Füllung ableiten, siehe Abbildung 2.5. Abbildung 2.6
zeigt schließlich das kritischeΛc, bei dem die Divergenz auftritt. Für kleinet ′ 6= 0 können entsprechende
Rechnungen durchgeführt werden. Man erkennt, daß der Bereich, in dem das Modell antiferromagnetisch
wird, deutlich kleiner wird.

Als ersten Eindruck aus diesen Ergebnissen bleibt, daß das Hubbardmodell keine Fermiflüssigkeit
beschreibt. Daß ist sicher nicht richtig. Die präsentierten Ergebnisse sind alle für sehr tiefe Temperaturen.
Erhöht man die Temperatur, so sollte der Supraleiter instabil werden und das System wird zu einer Fer-
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Abbildung 2.5: Ein Phasendiagramm des Hubbardmodells für kleineU und nahe halber Füllung,t ′ = 0,
das sich aus den Renormierungsrechnungen ergibt.
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miflüssigkeit. Lediglich bei halber Füllung ist bis zu höheren Temperaturen mit einem Antiferromagneten
zu rechnen. Allerdings sollte man bemerken, daß diese Rechnungen ein systematisches Problem haben:
Ausgangspunkt war eine Entwicklung der Renormierungsgleichungen bis in zweite Ordnung. Eine sol-
che Entwicklung ist nur gut, solange die effektive Wechselwirkung klein ist. Da aber Wechselwirkungen
divergieren, sollte man erwarten, daß der Gültigkeitsbereich dieser Näherung verlassen wird, bevor das
System die Divergenz erreicht hat. Der Status der Resultate ist damit nicht ganz klar. Das ist ein grund-
sätzliches Problem beim Hubbardmodell: Es gibt kein wirklich befriedigendes Näherungsverfahren, das
zuverlässige Resultate liefert. Man ist in der Regel auf verschiedene Verfahren angewiesen, die sich ge-
genseitig ergänzen. Dazu gehören auch numerische Simulationen. Es gibt wenige exakte Resultate zum
Hubbardmodell, die als feste Stützen in dem Verständnis dieses Modells dienen.

2.5 Ergänzung: Das Hubbardmodell II, Allgemeine Resultate

Der Hamiltonoperator des Hubbardmodells ist

H = Hkin +HWW = ∑
x,y,σ

tx,yc
†
x,σcy,σ +U ∑

x
c†

x↑c
†
x↓cx↓cx↑

Dieses Modell wurde unabhängig voneinander von J. Hubbard (Proc. Roy. Soc.A276, 238 (1963)), von
J. Kanamori (Prog. Theor. Phys.30, 275 (1963)) und von M.C. Gutzwiller (Phys. Rev. Lett.10, 159
(1963)) vorgeschlagen. Es wird zur Beschreibung von Systemen mit einem Metall-Isolator Übergang,
zur Beschreibung von Ferro-, Antiferro- und Ferrimagnetismus benutzt. Unter dem Namen Pariser-Paar-
Pople Modell dient es in der Chemie zur Beschreibung vonπ-Elektronensystemen. In jüngster Zeit dient
es als Modell zur Beschreinung von Hochtemperatursupraleitern, zumindest im normalleitenden Zustand.

Generell beschreibt man mit diesem Modell stark wechselwirkende, also korrelierte Elektronen. Die
WechselwirkungU ist dann ebenso groß oder größer als typische Werte vontxy. Deshalb fällt es eigentlich
aus dem Rahmen dieses Kapitels. Lediglich für schwache Wechselwirkung (und evt. wegen der Kohn-
Luttinger Instabilität für nicht zu tiefe Temperaturen) ist der Grundzustand eine Fermiflüssigkeit. Der
Vollständigkeit halber sollen hier aber trotzdem einige wichtige Fakten des Modells zur Sprache kommen.

2.5.1 Symmetrien des Hubbardmodells

Eichsymmetrie:

c†
xσ→ exp(iα)c†

xσ, cxσ→ exp(−iα)cxσ

Der Hamiltonoperator ist unter dieser Transformation invariant. Als Konsequenz ist die Teilchenzahl
Ne = ∑~nσ c†

~nσc~nσ eine Erhaltungsgröße.

Spinsymmetrie: Mit Hilfe der Paulimatrizen

σx =
(

0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
kann man lokale Spinoperatoren

Sα,x =
h̄
2 ∑

σ,σ′
c†

xσ(σα)σ,σ′cxσ′ , α = x,y,z

und globale Spinoperatoren
Sα = ∑

x
Sα,x
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einführen. Häufig arbeitet man auch mit Auf- und Absteigeoperatoren

S± = Sx± iSy, S+ =
h̄
2 ∑

~n

c†
x↑cx↓, S− = S†

+

Die Operatoren erfüllen eineSU(2)-Symmetrie. Es gelten die Vertauschungsrelationen

[Sx,Sy] = ih̄Sz

und zyklisch. Außerdem vertauschen diese Operatoren mitH, so daßH, S2 und Sz (oder eine andere
Komponente) gleichzeitig diagonalisiert werden können.

Teilchen-Loch Transformation. Unter der Transformation

c†
xσ→ cxσ, cxσ→ c†

xσ

transformiert sich der Hamiltonoperator

H→ H ′ = ∑
x,y,σ

tx,ycxσc†
yσ +U ∑

x
cx↑cx↓c

†
x↓c

†
x↑

= − ∑
x,y,σ

tx,yc
†
yσcxσ +U ∑

x
(1−c†

x↑cx↑)(1−c†
x↓cx↓)

= − ∑
~n,~n′,σ

tx,yc
†
xσcyσ +U ∑

x
c†

x↑c
†
x↓cx↓cx↑+U(N−Ne)

Die Teilchen-Loch Transformation ist also im Allgemeinen keine Symmetrie-Transformation des Hub-
bardmodells. Sie ist aber nützlich, da sie erlaubt, Eigenzustände des Hubbardmodells in andere zu trans-
formieren. Oft hat man ein Gitter, das in zwei UntergitterA undB zerfällt, so daßtx,y = 0 gilt, wennx und
y auf dem gleichen Untergitter liegen. Beispiel: Quadratgitter oder kubisches Gitter mit nichtverschwin-
denden Matrixelemententx,y nur für benachbarte Gitter. Solche Gitter heißen paare Gitter. Auf diesen
Gittern kann man die Transformation

c†
xσ→ c†

xσfallsx∈ A, c†
xσ→−c†

xσfallsx∈ B

Diese Transformation verändert das Vorzeichen der kinetischen Energie. Führt man diese Transforma-
tion zusammen mit der Teilchen-Loch Transformation durch, so geht der Hamiltonoperator bei halber
Bandfüllung (d.h.Ne = N) in sich über. Damit hat man also eine weitere Symmetrie.

Weitere Symmetrien. Das Hubbardmodell hat in speziellen Fällen weitere Symmetrien. Auf einem
paaren Gitter bei halber Füllung gilt es statt derSU(2) eineSU(2)×SU(2) = SO(4) Symmetrie. Es wird
sogar eine approximativeSO(5)-Symmetrie für das Hubbardmodell diskutiert, besonders im Hinblick auf
die Hochtemperatursupraleiter. In einer Dimension gibt es viele zusätzliche Symmetrien. In diesem Fall
kann man das Hubbardmodell sogar exakt lösen, und zwar mittels des Bethe-Ansatz. Das ist ein spezieller
Ansatz für Eigenzustände von eindimensionalen Modellen. Für das Hubardmodell stammt diese Lösung
von E. Lieb und F. Wu (Phys. Rev. Lett.20, 1445 (1968)).

2.5.2 Das Hubbardmodell bei halber Füllung: Antiferromagnetismus

Der Hamiltonoperator des Hubbardmodells

H = ∑
x,y,σ

tx,yc
†
x,σcy,σ +U ∑

x
c†

x,↑c
†
x,↓cx,↓cx,↑
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kann in der Form

H = ∑
x,y,σ

tx,yc
†
x,σcy,σ−

2U

3h̄2 ∑
x

~S2
x +

1
2

UNe

geschrieben werden. In der zweiten Form erkennt man deutlich, daß die Wechselwirkung versucht, den
Spin pro Gitterplatz zu maximieren. IstU sehr groß und istNe = N (halbe Füllung), dann hat man ein
Elektron pro Gitterplatz. In welcher Richtung ist der Spin der Elektronen ausgerichtet. Man kann in ei-
nem Zustand, bei dem jeder Gitterplatz einfach besetzt ist, virtuelle Hüpfprozesse zulassen. Dabei hüpft
ein Elektron von einem Gitterplatz auf einen anderen und sofort wieder zurück. Der Zwischenzustand
ist wegen der Wechselwirkung um die EnergieU höher als der Grundzustand. Jedes Hüpfen hat ein
Matrixelementt, so daß der Energiegewinn für diesen Prozeß von der Größenordnungt2/U sein wird.
Allerdings ist dieser Prozeß nur möglich, wenn das Elektron, das auf einen besetzten Gitterplatz hüpft,
einen anderen Spin hat als das Elektron, das sich dort befindet. Das bedeutet, daß man die Energieabsen-
kung durch virtuelle Hüpfprozesse nur bekommen kann, wenn Elektronen auf benachbarten Giterplätzen
einen umgekehrten Spin haben. Diese Situation liegt in einem Antiferromagneten oder allgemeiner in
einem Ferromagneten vor.

Diese Überlegung kann man noch formalisieren. Dazu führen wir eine unitäre Transformation

H→ exp(S)H exp(−S)

durch mit dem Ziel, die kinetische Energie im Hamiltonoperator, die ja doppelt besetzte Plätze erzeugt,
zu eliminieren. Dazu machen wir fürSden Ansatz

S= ∑
x,y,σ

sx,y,σc†
x,σcy,σ

und werten die Transformation störungstheoretisch aus. Dann gilt

H→ HWW +Hkin +[S,HWW]+ [S,Hkin]+
1
2

[S, [S,HWW]]+ · · ·

Es ist wichtig zu beachten, daß manHkin in der Form

Hkin = Hkin,0 +Hkin,1

zerlegen kann.Hkin,0 ist der Anteil, der die Anzahl doppelt besetzter Plätze nicht verändert,Hkin,1 ver-
ändert sie um±1. Es gilt

Hkin,1 = ∑
x,y,σ

tx,y(nx,−σ−ny,−σ)2c†
x,σcy,σ

Ich wähleSso, daß
Hkin,1 +[S,HWW] = 0

gilt. Damit hat man

H→ Heff = HWW +Hkin,0−
1
2

[S, [S,HWW]]+ · · ·

Es gilt
[S,HWW] =−U ∑

x,y,σ
sx,y,σ(nx,−σ−n~ny,−σ)c†

x,σcy,σ

und damit
sx,y,σ =

tx,y
U

(nx,−σ−ny,−σ)
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SeiP0 der Projektor auf Zustände, bei denen jeder Gitterplatz einfach besetzt ist. Beschränkt man sich in
Heff von vornherein auf diese Zustände, so gilt

Heff = P0SHWWSP0

= UP0S2P0

= UP0 ∑
x,y,σ

tx,y
U

(nx,−σ−ny,−σ)c†
x,σcy,σ ∑

x′,y′,σ′

tx′,y′

U
(nx′,−σ′−ny′,−σ′)c†

x,σ′cy′,σ′P0

= − 1
U

P0 ∑
x,y,σ,σ′

t2
x,yc

†
x,σcy,σc†

y,σ′cx,σ′P0

=
1
U

P0 ∑
x,y,σ,σ′

t2
x,yc

†
x,σcy,σ′c

†
y,σ′cx,σP0−

1
U ∑
~n,~n′

t2
x,y

= ∑
x,y

2t2
x,y

U
~Sx ·~SyP0

+
1
U

P0 ∑
x,y,σ,σ′

t2
x,yc

†
x,σcx,σc†

y,σ′cy,σ′P0−
1
U ∑

x,y
t2
x,y

= ∑
x,y

2t2
x,y

U
~Sx ·~SyP0

In diesem Modell sieht man deutlich die antiferromagnetische Kopplung. Benachbarte Spins werden
sich antiparallel ausrichten. Dieser effektive Hamiltonoperator ist das antiferromagnetische Heisenberg-
modell. Auf dem kubischen Gitter in drei Dimensionen hat dieses Modell eine kritische Temperatur,
unterhalb derrer eine langreichweitige Ordnung der Spins auftritt. In zwei Dimensionen gibt es eine lang-
reichweitige Ordnung nur beiT = 0 (Mermin-Wagner Theorem).

Eine Rechnung, wie wir sie hier durchgeführt haben, kann man in systematischer Weise auch mit kon-
tinuierlichen unitären Transformationen durchführen. Das erlaubt einem die systematische Entwicklung
eines effektiven Hamiltonoperators auch abseits von halber Füllung und in beliebig hohen Ordnungen.

2.5.3 Ferromagnetismus im Hubbardmodell

Ausgangspunkt:

H = ∑
x,y,σ

tx,yc
†
x,σcy,σ−

2U

3h̄2 ∑
x

~S2
x +

1
2

UNe

Mean-field Rechnung:

~S2
x = (~Sx−〈~Sx〉)2 +2~Sx · 〈~Sx〉−〈~Sx〉2≈ 2~Sx · 〈~Sx〉−〈~Sx〉2

Translationsinvarianz, Isotropie:
〈~Sx〉=~Sm.f. = S~ez

~Sx · 〈~Sx〉= S
h̄
2

(c†
x,↑cx,↑−c†

x,↓cx,↓)

Hm.f. = ∑
x,y,σ

tx,yc
†
x,σcy,σ−

2US
3h̄ ∑

x
(c†

x,↑cx,↑−c†
x,↓cx,↓)+

1
2

UNe+
2UN

3h̄2 S2

= ∑
~k,σ

(ε~k−
2USσ

3h̄
)c†
~k,σ

c~k,σ +
1
2

UNe+
2UN

3h̄2 S2
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S ist hier ein Variationsparameter, der bestimmt wird, indem die Energie minimiert wird. Die Grundzu-
standsenergie ist

E0 =
1
2

UNe+
2UN

3h̄2 S2 +∑
~k,σ

(ε~k−
2USσ

3h̄
) f (ε~k−

2USσ
3h̄

)

=
1
2

UNe+
2UN

3h̄2 S2 +N∑
σ

∫
dερ(ε +

2USσ
3h̄

)ε f (ε)

=
1
2

UNe+
2UN

3h̄2 S2 +2N
∫

dερ(ε)ε f (ε)

+
2NU2S2

9h̄2

∫
dερ′′(ε)ε f (ε)

+
24NU4S4

344!h̄4

∫
dερ′′′′(ε)ε f (ε)+ · · ·

= N(e0 +
1
2

aS2 +
1
4

bS4 + · · ·)

typischerweise giltb> 0, andernfalls muß man höhere Terme berücksichtigen. Füra> 0 hat man ein
Minimum beiS= 0, d.h. kein Ferromagnetismus. Füra< 0 hat man ein Minimum beiS 6= 0, d.h. Ferro-
magnetismus.

a =
4U

3h̄2 +
4NU2S2

9h̄2

∫
dερ(ε)′′ε f (ε)

=
4U

3h̄2(1− 1
3

U
∫

dερ′(ε)( f (ε)+ ε f ′(ε)))

≈ 2NU

3h̄2 (1− 1
3

U(ρ(εF)− εFρ′(εF))

Die letzte Beziehung gilt für tiefe Temperaturen. Der letzte Term ist klein, da die Ableitung der Zustands-
dichte an der Fermikante klien ist. Wir vernachlässigen diesen Term. Man findet alsoa< 0 und damit
S 6= 0 fallsUρ(εF)> 3.

Die mean-field Rechnung hat ein Problem. Sie ist eigentlich eine Entwicklung inSU. Ferromagnetis-
mus tritt für großeU auf, also in einem Bereich, indem die Methode ihre Gültigkeit verliert. Tatsächlich
überschätzt die mean-field Rechnung das Auftreten von Ferromagnetismus. Zudem steht der Ferroma-
gnetismus in Konkurenz zum Antiferromagnetismus. Trotzdem kann man Ferromagnetismus für großeU
oder großeρ(εF) erwarten. Zudem gibt es ein exaktes Resultat, das Theorem von Nagaoka, das besagt,
daß das Hubbardmodell einen ferromagnetischen Grundzustand (genauer:S= Ne/2) im LimesU → ∞
besitzt, fallsNe = N−1. Dieses Resultat gilt präzis auf einer großen Klasse von Gittern, das Quadratgitter
und das kubische Gitter eingeschlossen.

Daneben gibt es spezielle Gitter, die in bestimmten Bereichen eine sehr hohe Zustandsdichte haben.
Dazu gehören das Kagomegitter in zwei Dimensionen und das octahedrische Untergitter eines Spinells
in drei Dimensionen. Für diese Gitter kann man exakt zeigen, daß es in einem weiten Dichtebereich und
für vieleU Ferromagnetismus gibt.



Kapitel 3

Der Quantenhalleffekt

Literatur zu diesem Kapitel:

1. The Quantum Hall Effect. Ed. R.E. Prange und S.M. Girvin, Springer, Berlin, Heidelberg, New
York 1987. Eine Sammlung von guten Einführungen zu verschiedenen Aspekten dieses Themas.

2. T. Chakraborty, P. Pietiläinen: The Fractional Quantum Hall Effect. Springer, Berlin, Heidelberg,
New York 1988. Es gibt inzwischen eine zweite, aktualisierte Auflage. Dieses Buch behandelt
ausschließlich den gebrochenzahligen Quantenhalleffekt und legt den Hauptaspekt auf numerische
Ergebnisse.

3. Aus dem eingangs zitierten Buch von Fradkin die Kapitel 9 und 10.

3.1 Einführung

Der Quantenhalleffekt wurde 1980 in einer Arbeit von von Klitzing, Dorda und Pepper erstmals publi-
ziert, Klaus von Klitzing erhielt für diese Entdeckung 1985 den Nobelpreis. Der Quantenhalleffekt wird
in zweidimensionalen Elektronensystemen beobachtet, die sich in einem starken Magnetfeld befinden,
das senkrecht auf der Ebene steht, in der sich die Elektronen bewegen können. Unter bestimmten Bedin-
gungen beobachtet man in diesen Systemen einen Leitfähigkeitstensor

σ =

(
0 −ne2

h

ne2

h 0

)

Es gilt alsoσH = ne2

h . Für den ganzzahligen Quantenhalleffekt istn eine ganze Zahl, für den gebrochen-
zahligen Quantenhalleffekt nimmtn bestimmte, einfache rationale Werte an. Das erstaunliche ist, daß
diese Gleichung experimentell mit extrem hoher Präzesion verifiziert wurde: Die relative Genauigkeit,
die erreicht wird, ist 3·10−7 . Damit erlaubt dieser Effekt eine extrem genaue Messung der Feinstruk-
turkonstantee2

h̄c ≈
1

137, dac fest definiert ist. Eine wesentliche Frage an die Theorie ist, warum in allen
Experimenten diese Genauigkeit auftritt, obwohl die untersuchten Systeme alles andere als ideal sind,
und obwohl die Geometrie der Systeme nicht exakt bekannt ist. Experimentell wird nämlich nicht die
Leitfähigkeit, sondern der Leitwert oder der Widerstand einer Probe bestimmt. Man kann aber zeigen,
daß in zwei Dimensionen Hallleitwert und Hallleitfähigkeit gleich sind. Geometrieabhängige Faktoren
fallen heraus. Trotzdem ist die Präzision verwunderlich, da in diesen Systemen viele Verunreinigungen
vorhanden sind.
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Der Halleffekt

Die einfachste Theorie der Leitfähigkeit berücksichtigt Quanteneffekte nur in einer halbklassischen Nä-
herung. Sie basiert auf der Annahme einer mittleren freien Weglänge`0 oder alternativ einer mittleren
freien Flugzeitτ0. Ein Elektron fliegt im Mittel eine Streckè0 = vFτ0, bevor es gestreut wird. In einem
elektrischen Feld~E nimmt seine Geschwindigkeit zwischen zwei Streuungen daher um∆~v = −e~Eτ0/m
zu. Addiert man die Beiträge aller Elektronen, so erhält man die Stromdichte~j = σ0~E mit

σ0 = ρe2τ0/m

Dabei sind Quanteneffekte wie etwa eine modifizierte Dispersionsrelation in der Massem und in τ0

berücksichtigt.
Legt man zusätzlich ein Magnetfeld an, dann wirk auf die Elektronen eine Lorentzkraft. Damit gilt

~j = σ0~E−
σ0

ρec
~j×~B

In zweidimensionalen Systemen findet man damit

σ−1 =

(
σ−1

0
B

ρec

− B
ρec σ−1

0

)

Damit erhält man für die Leitfähigkeit

σxx =
σ0

1+ ω2
cτ2

0

, σxy =
ρec
B

+
σxx

ωcτ0

wobeiωc = eB
mcdie Zyklotronfrequenz ist.

Experimentelle Realisierung

Der Quantenhalleffekt wird in zweidimensionalen Elektronensystemen beobachtet. In bestimmten Halb-
leiterstrukuren kann man die Bewegung der Elektronen in einer Richtung stark einschränken, so daß man
ein effektiv zweidimensionales Elektronensystem bekommt. Diese Systeme sind z.B. Si-MOSFETs und
GaAs-GaAlAs Heterostrukturen. Die Grundidee ist relativ einfach: Man bildet eine Grenzfläche zwischen
einem Isolator (z.B. SiO2, GaAs) und einem Halbleiter (dotiertes Si, GaAlAs). Über ein Gate legt man
eine elektrische Spannung senkrecht zu der Grenzfläche an. Dadurch werden Elektronen auss dem Halb-
leiter in Richtung Grenzfläche gezogen. Sie können aber wegen der großen Energielücke des Isolators
nicht in den Isolator eindringen. An der Grenzfläche bildet sich so eine Inversionschicht: Die Bewegung
der Elektronen senkrecht zu der Grenzfläche entspricht einem Potentialtopf, in dem die Elektronen ge-
fangen sind, parallel zur Greenzschicht können sie sich einigermaßen frei bewegen. Ihre Bewegung wird
natürlich durch die Streuung an Störstellen und Fremdatomen im dotierten Halbleiter gestört, die freie
Weglänge ist nicht sehr groß.

Landauniveaus

Der Hamiltonoperator eines Elektrons in zwei Dimensionen in einem senkrechten Magnetfeld ist

H =
h̄2

2m

[(
1
i

∂
∂x
− eB

h̄c
y

)2

− ∂2

∂y2

]
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wobei die LandaueichungAx =−yB, Ay = 0 gewählt wurde. Dax als Variable nicht vorkommt, kann man
für die Eigenfunktionen des Ansatz

ψ ∝ exp(ikx)φ(y)

machen und erhält als Eigenwertgleichung

h̄ωc

2

(
−l2

B
∂2

∂y2 +
(

y
lB
− lBk

)2
)

φ = Eφ

wobei lB = (h̄c/eB)1/2 die magnetische Länge ist. Diese Eigenwertgleichung ist die Gleichung eines
verschobenen harmonischen Oszillators, die Lösungen sind

φn,k ∝ Hn(y/lB− lBk)exp(−(y− l2
Bk)/2l2

B)

Enk = h̄ωc(n+1/2)

Die Eigenenergien sind unabhängig vonk und damit hoch entartet. Man nennt sie Landauniveaus. Die
Anzahl der Zustände in einem Landauniveau istF/2πl2

B, wobeiF die Fläche des Systems ist. Randeffekte
wurden hierbei vernachlässigt. Die Dichte von Zuständen pro Flächeneinheit ist

nB =
1

2πl2
B

=
eB
hc

Die konstruierten Zustände in den Landauniveaus sind iny-Richtung lokalisiert und inx-Richtung
ausgedehnt. Die hohe Entartung erlaubt aber die Konstruktion von Zuständen, die inx-Richtung lokali-
siert und iny-Richtung ausgedehnt sind, oder sogar solche, die in beiden Richtungen lokalisiert sind.

Ist ein Landauniveau gefüllt, dann liegt die Fermienergie zwischen zwei Landauniveaus. Es gibt dann
keine Streuung, d.h.τ0 = ∞. Der Füllfaktor

ν =
ρ
nB

ist dann eine ganze Zahl und man erhält

σ−1 =

(
σ−1

0
B

ρec

− B
ρec σ−1

0

)
=
(

0 h
νe2

− h
νe2 0

)
σ hat dann die oben angegebene Form.

Ein zweites Argument, daß zu dem gleichen Resultat führt, basiert auf der Lorentzinvarianz. Man
kann ein System mit einem Magnetfeld~B und einem dazu senkrechten elektrischen Feld~E in ein relativ
zu diesem System mit einer Geschwindigkeit

~v = c
~E×~B

B2

bewegtes System transformieren, in dem es kein elektrisches Feld und folglich auch keinen makroskopi-
schen Strom gibt. Treten in dem System keine Streuungen auf, dann erhält man eine Stromdichte

~j =−ρe~v

was auf den gleichen Leitfähigkeitstensor führt im Fall eines gefüllten Landauniveaus. Die wesentliche
Frage, die sich demnach stellt, ist, welchen Einfluß die Wechselwirkung der Elektronen hat und welchen
Einfluß Störstellen haben. Ohne Störstellen und Randeffekte hat man ein homogenes System, in dem das
zweite Argument immer

σxx = 0, σxy =
ρec
B

= ν
e2

h
liefert.
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3.2 Der ganzzahlige Quantenhalleffekt

In diesem Abschnitt werden wir zwei unterschiedliche Argumente für das Auftreten der Plateaus beim
ganzzahligen Quantenhalleffekt kennenlernen. Dabei geht es in erster Linie um ein qualitatives Verstän-
dinis des Effekts und nicht um theoretische Details, da wir uns in dieser Vorlesung hauptsächlich mit
wechselwirkenden Systemen beschäftigen. Die Wechselwirkung der Elektronen spielt für den gebrochen-
zahligen Effekt eine wesentliche Rolle.

3.2.1 Störstellen

Der ganzzahlige Quantenhalleffekt wird typischerweise wie folgt erklärt: Wir haben oben gesehen, daß
ein gefülltes Landauniveau einen Beitrage2

h zu σxy liefert. Die Frage ist, welchen Beitrag ein nicht ganz
gefülltes Landauniveau liefert. Das zweite Argument, in dem die Lorentztransformation benutzt wurde,
benutzt, daß das System keine Störstellen enthält. Das ist aber tatsächlich nicht richtig. In allen Syste-
men, die experimentell untersucht werden, ind dortierte Halbleiter enthalten, die per se viele Störstellen
enthalten. Was ist der Effekt dieser Störstellen? Generell führt die Anwesenheit von Störstellen zu Lokali-
sierung. Betrachten wir dazu ein Elektron im untersten Landauniveau und in einem zusätzlichen Potential
V(x,y). Der Hamiltonoperator ist

H0 = P0V(x,y)P0

wobeiP0 der Projektionsoperator auf das unterste Landauniveau ist. Dies entspricht einer entarteten Stö-
rungsrechnung erster Ordnung. Ein solcher Zugang ist gerechtfertigt, wenn|V(x,y)| klein verglichen
mit h̄ωc ist. Wir nehmen im folgenden an, daßV(x,y) ein Potential ist, daß die Störstellen beschreibt.
Es handelt sich dabei typischerweise um ein glattes Zufallspotential mit zufällig verteilten Minima und
Maxima von zufälliger Tiefe oder Höhe. Die Eigenzustände vonH0 kann man über sich mittels eines
Variationsverfahrens berechnet vorstellen. Der Grundzustand ist dann ein Zustand, der in der Nähe der
tiefsten Minima lokalisiert ist. Ebenso wird der am höchsten angeregte Zustand in der Nähe der Maxima
lokalisiert sein. Generell ergibt sich das folgende Bild:

• Die Entartung des Landauniveaus wird aufgehoben.

• Die Zustände, die weit von der ursprünglichen Energie entfernt sind, sind lokalisiert.

• Da ein gefülltes Landauniveau den Beitrage2

h zur Leitfähigkeit liefert, muß es in der Mitte des
Landauniveaus mindestens einen Zustand geben, der nicht lokalisiert ist und diesen Beitrag zur
Leitfähigkeit liefert.

Eine Veränderung des Füllfaktors führt zu einer Veränderung der Fermienergie. Befindet sich die Fermi-
energie im Bereich der lokalisierten Zustände, so treten keine Streuungen auf, da die den Strom tragenden
Zustände alle besetzt sind. Die Leitfähigkeit ist also die eines vollbesetzten (oder mehrerer vollbesetz-
ter) Landauniveaus. Bewegt sich die Fermienergie durch einen Bereich ausgedehnter Zustände, so treten
Streuungen auf und die Leitfähigkeitσxx verschwindet nicht. Im Experiment wird typischerweise das Ma-
gnetfeld variiert. Das führt zu einer Verschiebung der Landauniveaus gegenüber der Fermienergie und zu
einer Änderung der ZustandsdichtenB in den Landauniveaus, im übrigen sind die Argumente für das Auf-
treten der Plateaus die gleichen. Diese Argumente lassen sich selbstverständlich mathematisch präziser
formulieren.

3.2.2 Laughlins Eichargument

Wir wählen das Vektorpotential

Ax =−By+
Φ

2πR
, Ay = 0
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Abbildung 3.1: Die Zylindergeometrie

Phi

R

VH

j
phi

L

B

y

so daß der Hamiltonoperator

H =
h̄2

2m

[(
1
i

∂
∂x
− eB

h̄c
y+

eΦ
2πRh̄c

)2

− ∂2

∂y2

]
+V(x,y)

lautet. Zusätzlich wählen wir periodische Randbedingungen inx-Richtung, also

x = ϕR

mit 0< ϕ ≤ 2π. Das entspricht einer Zylindergeometrie: Das PotentialV(x,y) enthält die Hallspannung
VH , die iny-Richtung angelegt ist, ein Randpotential, das auch nur vony abhängt, und ein Potential von
den Streuzentren. FürV = 0 sind die Energieniveaus wie oben durchn, den Landauniveauindex, charak-
terisiert. Innerhalb eines Landauniveaus können die Zustände mit einem weiteren Index durchnummeriert
werden. Die Einteilchenzustände sind

ψn,k ∝ exp(ikx)Hn(y/lB− lB(k+
eΦ

2πRh̄c
))exp(−(y− l2

B(k+
eΦ

2πRh̄c
)/2l2

B)

wobeik = l/R, l ∈ Z wegen der periodischen Randbedingungen.

ψn,l ∝ exp(2πil ϕ)Hn

(
y
lB
− lB

R
(l +

eΦ
hc

)
)

exp

(
−1

2

(
y
lB
− lB

R
(l +

eΦ
hc

)
)2
)

Die Energieeigenwerte hängen nicht vonl und Φ ab. Wir führen jetzt ein PotentialV0(y) ein, daß die
Randbedingungen festlegt. Es ist weiterhin möglich, die Zustände durchn und l zu kennzeichenen, jetzt
hängen aber die Energien zusätzlich vonl undΦ ab. Die Abhängigkeit vonEn,l (Φ) ist aber nicht beliebig.
Die x-Abhängigkeit der Wellenfunktionen ändert sich nicht und der effektive Hamiltonoperator hängt nur
von l + eΦ

hc ab, es gilt alsoEn,l (Φ) = En(l +eΦ/hc) und damit

En,l (Φ +
hc
e

) = En,l+1(Φ)

V0(y) ist lediglich am Rand merklich von 0 verschieden. Die Zustände werden also iny-Richtung weitter-

hin nahel2B
R(l + eΦ

hc ) lokalisiert sein und lediglich für Zustände, für die diese Größe in der Nähe des Randes
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liegt, wird die Energie merklich von ¯hωc(n+ 1
2) abweichen. Der Beitrag eines Zustands zum Strom (in

x-Richtung) ist

In,l =−c
dEn,l (Φ)

dΦ
Nur die Zustände am Rand haben eine wesentlicheΦ-Abhängigkeit. Sie liefern einen Beitrag zum Strom,
und zwar mit jeweils festem Vorzeichen. Der Gesamtstrom ergibt sich als Summe über alle BeiträgeIn,l
gewichtet mit der Besetzungszahl. Mittelt man überΦ so erhält man

I =
e
h

∫ hc/e

0
dΦ∑

n,l

nn,l In,l

= −e
h ∑

n,l

nn,l (En,l (hc/e)−En,l (0))

= −e
h

ν

∑
n=0

(En,lmax(0)−En,lmin(0))

=
e2

h
νVH

Damit istσH = I/VH ein ganzzahliges Vielfaches vone2/h. Dieses Argument gilt auch dann noch, wenn
Unnordnung im System vorhanden ist. Die EnergienEn,l (Φ) hängen dann nicht mehr nur vonl + eΦ

hc
ab, sondern separat vonl und Φ. Die Periodizität des Hamiltonoperators inΦ bleibt aber bestehen und
damit auch das obige Argument. Durch Unordnung werden zwar Zustände lokalisiert, aber es muß immer
Strom-tragende Zustände geben. Nach der obigen Argumentation ist klar, daß der Strom im wesentlichen
durch die Randzustände getragen wird.

Experimentelle Systeme haben immer einen Rand. Der Rand kann durch ein entsprechendes Rand-
potential beschrieben werden. Am Rand werden die sonst flachen Landauniveaus nach oben verbogen.
Die Entartung der Niveaus wird also durch den Rand aufgehoben. Wir haben gesehen, daß die Randzu-
stände den Strom tragen. Sie sind parallel zum Rand ausgedehnt. Das obige Argument basierte zwar auf
periodischen Randbedingungen inx-Richtung, man kann aber auch inx-Richtung einen Rand einführen.
Setzt man voraus, daß die Randzustände den Strom tragen, so erhält man pro Kanal einen Beitrage2/h
zur Leitfähigkeit.

3.3 Der gebrochenzahlige Quantenhalleffekt

Der gebrochenzahlige Quantenhalleffekt wurde von Tsui, Störmer und Gossard Ende 1981 entdeckt und
in Phys. Rev. Lett.48, 1559 (1982) publiziert. Erste theoretische Arbeiten folgten sofort, der Durch-
bruch kam aber erst mit Laughlins Arbeit (Phys. Rev. Lett.50, 1395 (1983)), in der als Grundzustand
des Vielelektronensystems eine Quantenflüssigkeit vorgeschlagen wurde, die gebrochenzahlig geladene
Anregungen hat. Diese ursprünglichen Vorstellungen sollen hier zunächst vorgestellt werden.

3.3.1 Wellenfunktionen

Unterstes Landauniveau

Für den gebrochenzahligen Quantenhalleffekt ist die Wechselwirkung der Elektronen von entscheidender
Bedeutung. Der Hamiltonoperator des Systems ist

H = ∑
j

[
1

2m

(
h̄
i
∇ j +

e
c
~A j

)2

+V1(~r j)

]
+

1
2 ∑

j 6=k

V(|~r j −~rk|)
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V1(~r) ist dabei ein Einteilchenpotential, daß im einfachsten Fall einen neutralisierenden, homogenen Hin-
tergrund beschreibt, sonst eventuell noch Streuung an Störstellen. Für die WechselwirkungV(|~r|) wurde
ein isotroper Ansatz gewählt. Ein typisches Beispiel wäre etwa eine Coulombwechselwirkung

V(|~r|) =
e2

|~r|

oder eine abgeschirmte, kurzreichweitige Wechselwirkung. Da sich die Elektronen in einem starken Ma-
gnetfeld bewegen, ist der Spin in Magnetfeldrichtung polarisiert und wir können ihn in der folgenden
Diskussion weglassen, solange der Füllfaktorν≤ 1 ist. Für das Vektorpotential wählen wir im folgenden
eine symmetrische Eichung

~A =
B
2

(y~ex−x~ey)

m ist eine effektive Masse, die vom Material abhängt. Für GaAs-Heterostrukturen istm = 0.07me ein
typischer Wert. Ich nehme im folgenden an, daßV1 nur eine homogene Hintergrundladung beschreibt,
also konstant ist. Der Einteilchen-Hamiltonoperator ist dann

H =
1
2

h̄ωc

[(
−ilB

∂
∂x
− y

2lB

)2

+
(
−ilB

∂
∂y

+
x

2lB

)2
]

=
1
2

h̄ωc[z∗z+z∗∂z∗−z∂z−∂z∂z∗ ]

wobei

z=
1

2lB
(x− iy), z∗ =

1
2lB

(x+ iy)

∂z = lB

(
∂
∂x

+ i
∂
∂y

)
, ∂z∗ = lB

(
∂
∂x
− i

∂
∂y

)
Definiert man

a† =
1√
2

(z∗−∂z)

a =
1√
2

(z+ ∂z∗)

mit [a,a†] = 1, so gilt

H = h̄ωc(a†a+
1
2

)

Eine Wellenfunktion im untersten Landauniveau erfüllt die Bedingung

aψ = 0

zψ + ∂z∗ψ = 0

mit der allgemeinen Lösung
ψ = f (z)exp(−z∗z)

f (z) ist dabei eine beliebige analytische Funktion vonz. Im folgenden wollen wir annehmen, daß ¯hωc die
größte Energieskala ist und daßν< 1 gilt. Man kann dann den Hilbertraum auf das unterste Landauniveau
beschränken. Eine allgemeine Wellenfunktion vonNe Elektronen im untersten Landauniveau hat die Form

Ψ = f (z1, . . . ,zNe)exp(−∑
i

z∗i zi)

wobei f wiederum eine analytische Funktion ist.
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Konstruktion einer Einteilchenbasis und Drehimpuls

Bevor wir einen Ansatz für den Grundzustand machen, wollen wir zunächst eine geeignete Einteilchen-
basis finden. Da der Hamiltonoperator rotationsinvariant ist, kann man Einteilchenzustände suchen, die
Eigenzustände des Drehimpulsoperators ist. Es gilt

Lz = ix
∂
∂y
− iy

∂
∂x

= z∂z−z∗∂z∗

Lz f (z)exp(−z∗z) = z f′(z)exp(−z∗z)

Die Eigenzustände zuLz sind also
ψm = zmexp(−z∗z)

mit Eigenwertm. Dieψm sind ganz offensichtlich vollständig und als Eigenfunktionen vonLz orthogonal.
Damit ist{ψm,m= 1, . . . ,∞} eine Basis von Einteilchenzuständen.|ψm(z,z∗)|2 ist rotationsinvariant und
hat ein Maximum bei|z|2 = m. Um in einem endlichen System zu rechnen, beschränkt man den Hilber-
traum aufm≤M, der Füllfaktor ist dannν = Ne/M. Dies entspricht einer Scheibengeometrie mit einem
weichen Rand.

Eine Vielteilchenwellenfunktion

Ψ = f (z1, . . . ,zNe)exp(−∑
i

z∗i zi)

ist dann eine Eigenfunktion vonLz, wenn f (z1, . . . ,zNe) ein homogenes Polynom in den Variablen ist.

Laughlins Ansatz für den Grundzustand

Durch die Projektion auf das unterste Landauniveau spielt für die Energie nur noch die Wechselwir-
kung eine Rolle. Die Elektronen sollten also möglichst voneinandern Abstand halten. Ein Ansatz für
eine Grundzustandswellenfunktion, die das in geeigneter Weise berücksichtigt, und die beispielsweise
für flüssiges He3 recht erfolgreich war, ist der Jastrowansatz, der von der Form

∏
j<k

f (~r j −~rk)

ist. In unserem Fall bedeutet dies

Ψ = ∏
j<k

f (zj −zk)exp(−∑
i

z∗i zi)

Diese Wellenfunktion soll

• Eigenfunktion vonLz sein. Also mußf (z) ∝ zm sein.

• antisymmetrisch gegenüber Vertauschung der Variablen sein. Also istm ungerade.

Es gilt also
Ψ = Ψm = ∏

j<k

(zj −zk)mexp(−∑
i

z∗i zi)

Ψm ist eine Wellenfunktion zu dem DrehimpulsLz = mNe(Ne−1)/2. Die höchste Potenz, mit der ein Ar-
gunentzj vorkommt, istM = m(Ne−1). Der Füllfaktor ist alsoν = 1/m. Damit hat diese Wellenfunktion
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keinen freien Parameter mehr: Aus dem ursprüglichen variationellen Ansatz ist durch die notwendigen
Einschränkungen eine feste Wellenfunktion geworden. Wenn der Jastrowansatz gewählt wird, ist damit
der Ansatz für den Grundzustand fest.

Um zu klären, ob diese Wellenfunktion ein guter Ansatz für den Grundzustand des Hamiltonopera-
tors ist, kann man verschiedene Wege einschreiten. Für kleine Systeme mit wenigen Teilchen läßt sich
der Hamiltonoperator direkt diagonalisieren und man kann den Überlapp des wahren Grundzustands mit
dem LaughlinzustandΨm bestimmen. Der Überlapp vonΨm mit dem wahren Grundzustand hängt natür-
lich von der Wechselwirkung ab. Er wird umso besser, je kurzreichweitiger die Wechselwirkung ist. Für
die Coulombwechselwirkung beträgt er etwa 99% pro Teilchen. Diese Rechnungen können aber nur mit
bis zu 7 Elektronen fürν = 1/3 durchgeführt werden. Eine zweite Frage ist, wie die Wellenfunktion von
den Randbedingungen abhängt. Wir kommen auf diesen Punkt später zurück, man kann sich aber davon
überzeugen, daß man auch für andere Randbedingungen eine entsprechende Wellenfunktion konstruieren
kann. Eine dritte Frage ist, ob die Wellenfunktion in einem bestimmten Limes der exakte Grundzustand
ist. Um das zu klären, betrachten wir eine kurzreichweitige WechselwirkungV(r). Der möglichst kurz-
reichweitige Ansatz wäreV(r) = V0δ(r). Diese Wechselwirkung liefert aber keinen Beitrag, da aufgrund
des Pauliprinzips je zwei Elektronen nicht am gleichen Ort sitzen können. Der nächst kurzreichweitigere
Ansatz ist

V(r) = V2∇2δ(r)

Man kann zeigen, daßΨm in diesem Fall ein exakter Grundzustand ist. Wir kommen gleich auf diesen
Punkt zurück. Man sieht also, daßΨm offenbar ein guter Ansatz für den wahren Grundzustand ist und die
Physik des Problems mit diesem Zustand gut beschrieben wird.

Eigenschaften vonΨm

Betrachten wir zunächst den Fallm= 1.

Ψ1 = ∏
j<k

(zj −zk)exp(−∑
i

z∗i zi)

Der Faktor∏ j<k(zj −zk) ist eine sogenannte Vandermonde Determinante, es gilt

∏
j<k

(zj −zk) = (−1)Ne(Ne−1)/2∑
P

(−1)P∏
i

zi
P(i)

Bis auf einen Normierungsfaktor istΨ1 also die Slaterdeterminante derNe Einteilchenzuständeψm, m=
1, . . . ,Ne. Damit istΨ1 (trivialerweise) der exakte Grundzustand zuν = 1.

Wenden wir uns nun generellΨm zu.

|Ψm|2 = exp(−βφm(z1, . . . ,zNe))

ist die Verteilungsfunktion für die Elektronen, sie kann als klassische Verteilungsfunktion eines klassi-
schen Gases mit einer freien Energieφ(z1, . . . ,zNe) interpretiert werden. Wählt manβ = 2/m, so gilt

φm(z1, . . . ,zNe) =−m2 ∑
j<k

ln |zj −zk|+m
Ne

∑
l=1

|zl |2

Das ist die freie Energie eines klassischen, zweidimensionalen Einkomponentenplasmas mit einer Ladung
m. Für ein klassisches, zweidimensionales Einkompentenplasma ist

φm(z1, . . . ,zNe) =−e2 ∑
j<k

ln |zj −zk|+
π
2

ρ0e
Ne

∑
l=1

|zl |2
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Zwischen den Teilchen wirkt eine zweidimensionale Coulombabstoßung, der zweite Term entspricht der
Wechselwirkung mit einer neuralisierenden, homogenen Hintergrundladungρ. Hier gilt also

ρ0 =
2
π

Da das Plasma neutral ist, ist die Teilchendichten

ρ =
2

πm

Das zweidimensionale Einkomponentenplasma ist sehr gut untersucht. Es verhält sich für nicht zu große
mwie eine inkompressible Flüssigkeit. Die Dichte ist homogen. Die wesentliche, interessante Größe, die
die Korrelation beschreibt, ist die Paarkorrelationsfunktion. Sie ist durch

g(z1,z2) =
Ne(Ne−1)

ρ2

∫
d2z3 . . .d2zNe|Ψm|2∫
d2z1 . . .d2zNe|Ψm|2

und hängt für ein translationsinvariantes, isotropes System nur vonr = |z1−z2| ab. Für große Abständer
geht diese Funktion gegen 1. Für kleine Abstände verschwindet sie∝ r2m. Die Wechselwirkungsenergie
ist durch

EWW =
1
2

∫
d2zg(|z|)V(|z|)

gegeben. Berücksichtigt man den homogenen, neutralisierenden Hintergrund, der durchV1 gegeben ist,
so erhält man für die Gesamtenergie

E =
1
2

∫
d2z(g(|z|)−1)V(|z|)

Für eine kurzreichweitige WechselwirkungV(z) = V2∇2δ(z) ist E = EWW. Man erkennt sofort, daß in
diesem FallE = 0 gilt, falls g(r) schneller alsr2 verschwindet. DaE außerdem nichtnegativ ist, istΨm

also ein Grundzustand. Man kann weiter zeigen, daßΨm in diesem Fall fürm= 3 auch eindeutig ist. Für
m= 5 erhält man die Eindeutigkeit, wenn manV(z) = (V2∇2 +V4(∇2)2)δ(z) setzt. Entsprechendes gilt
für höhere Werte vonm. Das erklärt die obige Behauptung, daß der Laughlinzustand für kurzreichweitige
Wechselwirkungen der exakte Grundzustand ist.

Die Funktiong(r) hat die für eine inkompressible Flüssigkeit typischen Charakteristika. Sie ver-
schwindet schnell füürr = 0, hat ein Maximum bei einem charakteristischen Wert vonr und geht ohne
starke Oszillationen gegen 1 für großer. Für einen Kristall oszilliertg(r). Für m = 1 kanng(r) exakt
berechnet werden, es gilt

g(r) = 1−exp(−r2)

Die WellenfunktionenΨm beschreiben also einen Zustand, der einer inkompressiblen Flüssigkeit
entspricht. Diese Zustände werden deshalb als inkompressible Quantenflüssigkeit beschrieben. Ein in-
kompressible Quantenflüssigkeit sollte auch durch eine nicht verschwindende Energielücke vom übrigen
Spektrum getrennt sein. Man muß also als nächtes die Anregungen untersuchen.

3.3.2 Elementare Anregungen

Wir benutzen wieder das Quasiteilchenkonzept zur Beschreibung der elementaren Anregungen. Generell
kann man damit (Quasi-) Teilchen-Loch-Anregungen konstruieren. Sindεp undεh die Energien des Qua-
siteilchens und des Quasilochs, dann istε = εp + εh eine Anregungsenergie. Im vorliegenden Fall kann
man Quasiteilchen und -löcher erzeugen, indem man stattNe den maximalen Einteilchen-DrehimpulsM
ändert. Betrachten wir zunächst eine Erhöhung vonM, das entspricht einem Quasiloch.
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Für eine gegebene WellenfunktionΨ kann manM bestimmen, indem man alle Teilchenkoordinaten
bis auf eine festhält und die Anzahl der Nullstellen vonΨ für diese eine Koordinate bestimmt. Ein Erhö-
hung vonM entspricht also einer Erhöhung der Zahl der Nullstellen. Die einfachste Möglichkeit, einen
Zustand mitM +1 Nullstellen zu konstruieren, ist

Ψ(−)
m = Sz0Ψm

Sz0 =
Ne

∏
j=1

(zj −z0)

Die WellenfunktionSm
z0

Ψm entspricht einer Wellenfunktion mit Füllfaktor 1/m und Ne + 1 Elektronen,

wobei ein Elektron am Ortz0 entfernt wurde.Ψ(−)
m entspricht also einer Entfernung eines Drittelelek-

trons. Das Quasiloch, daß durchSz0 am Ortz0 erzeugt wird, hat also die Ladunge/m. Das entsprechende
gilt, wenn man das klassische, zweidimensionale Einkomponentenplasma betrachtet.Sz0 entspricht der
Addition von−m∑ j ln |zj −z0| zu φm, und damit einer fehlenden Ladung 1, während die Plasmateilchen
die Ladungm haben.

Wegen der Translationsinvarianz hängt die Energie des Quasilochs nicht vonz0 ab. Man kann die
Energie des Quasiteilchens bestimmen, indem man entweder kleine Systeme numerisch diagonalisiert
oder den Erwartungswert mitΨ(−)

m bestimmt, was auch wieder nur numerisch möglich ist. Man erhält als
Energie etwa 0.025e2/lB Bei typischen Feldstärken vonB≈ 10−20T entspricht das einer Temperatur
von 4−8K und damit der experimentellen Beobachtung, daß der gebrochenzahlige Quantenhalleffekt nur
bei Temperaturen unterhalb von etwa 1K beobachtet wird.

Wellenfunktionen für Quasiteilchen sind etwas schwieriger zu konstruieren. Laughlins Vorschlag war

Ψ(+)
m = exp(−∑

j

|zj |2)
Ne

∏
j=1

∂
∂zj

∏
k<l

(zk−zl )m

für ein Quasiteilchen am Ursprung. Die numerischen Rechnungen zeigen, daß die Quasiteilchen-Wellenfunktion
Ψ(+)

m weniger gute Approximationen als die Quasiloch-Wellenfunktion liefern. Die grundlegende physi-
kalische Vorstellung, die mit diesen Funktionen verbunden ist, ist aber die gleiche.

Die Anregungsenergie für Quasiteilchen und -löcher ist endlich, das System verhält sich also tatsäch-
lich wie eine inkompressible Quantenflüssigkeit. Ähnlich wie im Fall des ganzzahligen Effekts kann man
nun argumentieren, daß der ZustandΨm einen Beitrage2/hm zur Leitfähigkeit liefert, da der Füllfak-
tor ν = 1/m ist. Eine Variation des Magnetfelds führt zu einer Variation des Füllfaktors, die für kleine
Änderungen durch ein Hinzufügen von Quasiteilchen oder -löchern beschrieben werden kann. Diese
Quasiteilchen oder -löcher sind entartet und können daher leicht durch Störstellen lokalisiert werden. Sie
liefern also keinen Beitrag zur Leitfähigkeit, so daß sich ein Plateau in der Leitfähigkeit beie2/hmbildet.

3.4 Periodische Randbedingungen

Wir haben bisher ein System auf einer scheibenförmigen Geometrie mit einem weichen Rand untersucht.
Dieses System ist zur Berechnung der Halleitfähigkeit nicht geeignet. Wir haben zwar argumentiert,
daß die Halleitfähigkeit einen bestimmten Wert annehmen sollte, haben ihn aber nicht berechnet. Wir
werden dies jetzt nachholen und wählen dazu ein System mit periodischen Randbedingungen, indem
diese Rechnnung besonders einfach ist. Wir werden anschließend sehen, wie man im Fall von einem
realistischen System mit Rand vorgehen kann.
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3.4.1 Magnetische Translationen

Ein System mit periodischen Randbedingungen ist translationsinvariant. Allerdings sind im Fall mit Ma-
gnetfeld einige Modifikationen anzubringen, die wir jetzt kennenlernen. Wir betrachten dazu zunächst
wieder ein Teilchen ohne Potential. Mit Hilfe der Operatoren

q1, j =
1

mωc
(px, j −

e
c
Ax(~x j))

p1, j = py, j −
e
c
Ay(~x j)

q2, j =− 1
mωc

(
eB
c

y j +q1, j)

p2, j =−eB
c

x j −q2, j

kann man den Einteilchenhamiltonoperator für dasj-te Teilchen in der Form

H0, j =
p2

1, j

2m
+

mω2
c

2
q2

1, j

geschrieben werden und es gilt

[qαi ,qβ j ] = [pαi , pβ j ] = 0, [qαi , pβ j ] = ih̄δα,βδi, j

H0, j vertauscht mit den Operatoren

U j(s, t) = exp(
i
h̄

sp2, j +
i
h̄

mωctq2, j)

und es gilt

U j(s, t)U j(s′, t ′) = exp(
i

l2
B

(st′− ts′))U j(s+s′, t + t ′)

Diese Operatoren sind die magnetischen Translationen. Wegen der Abhängigkeit des Vektorpotentials
von den Koordinaten ist der Hamiltonoperator nicht einfach translationsinvariant, sondern nur invariant
gegenüber einer Translation und einer zusätzlichen Eichtransformation. Das wir durch dieU j geleistet.
Wir wollen jetzt periodische Randbedingungen inx- und y-Richtung einführen. Der Hamiltonoperator
soll periodisch inx-Richtung mit PeriodeL1 und periodisch iny-Richtung mit PeriodeL2 sein. Das ist
nur dann möglich, wennU j(L2,0) undU j(0,L1) vertauschen, wenn also

L1L2 = 2πNsl
2
B

gilt. Ns ist eine ganze Zahl, die Anzahl der Einteilchenzustände in einem Landauniveau.
Hat man periodische Randbedinungen eingeführt, müssen auch alle Obersable periodische Randbe-

dingungen erfüllen.q2 und p2 erfüllen keine periodischen Randbedingungen, daher sind auchU j(s, t) für
beliebiges undt keine unitären Operatoren. Lediglich die Operatoren

T( j)
n,m = U j(2πn/L1,2πm/L2)
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sind unitär, nur diese Translationen sind zulässig. Es gilt

T( j)
n,mT( j)

n′,m′ = exp(iπ(nm′−mn′)/Ns)T
( j)
n+n′,m+m′

In derq-Darstellung sind die Einteilchenfunktionen im untersten Landauniveau von der Form

ψ(q1, j ,q2, j) = exp(−q2
1, j) f (q2, j)

Wir fordern für die Wellenfunktionen verallgemeinerte periodische Randbedingungen von der Form

U j(0,L1)ψ = exp(−iφ1)ψ

U j(L2,0)ψ = exp(iφ2)ψ

Die Phasenφα können mit Hilfe einer unitären Transformation eliminiert werden, man erhält dann an
ihrer Stelle konstante Beiträge zu~A, die wie oben im Argument von Laugghlin als magnetische Flüsse
Φα interpretiert werden können und zur Berechnung der Leitfähigkeit benutzt werden können. Das wird
im übernächsten Abschnitt geschehen.

3.4.2 Das wechselwirkende System

Das wechselwirkende System ist invariant unter Translationen des Schwerpunkts. Zulässige Translationen
des Schwerpunkts sind

Tc
n,m = ∏

j
T( j)

n,m

und es gilt
Tc

n,mTc
n′,m′ = exp(iπν(nm′−mn′))Tc

n+n′,m+m′

mit ν = Ne/Ns = q/p, q und p seien teilerfremd. Der Hamiltonoperator des wechselwrienden Systems
vertauscht mit diesen Operatoren. Man kann die Symmetrie voll ausnutzen, indem man den Hamiltonope-
rator z.B. mitTc

1,0 undTc
0,p gleichzeitig diagonalisiert.Tc

0,1 erzeugt dann angewandt auf einen Eigenzustand
einen weiteren. DaTc

0,p diagonal ist, kann man auf diese Weisep entartete Eigenzustände erzeugen. Die
Entartung jedes Eigenzustands ist also ein Vielfaches vonp. Um die Entartung des Grundzustands zu
bestimmen, kann man geeignete Approximationen des Grundzustands untersuchen (z.B. die Laughlin-
funktionen) oder kleine Systeme diagonalisieren. In beiden Fällen erhält man für den Grundzustand eine
p-fache Entartung.

3.4.3 Die Halleitfähigkeit

Zur Berechnung der Haleitfähigkeit benutzen wir die oben eingeführten Phasenφα. Führt man eine uni-
täree Transformation mit

U(φ1,φ2) = exp(i ∑
j

(φ1x j −φ2y j))

durch, so treten die Phasen als Parameter im Vektorpotential in der Form

Ax→ Ax−
ch̄
eL1

φ1, Ay→ Ay +
ch̄
eL2

φ2

auf. Einer Phase entspricht so ein magnetischer FlußΦα = ch̄
e φα. Der Operator für den Strom inx-

Richtung ist

−c
∂H
∂Φ1

=−e
h̄

∂H
∂φ1
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Setzt man
φ2 =

e
h̄

Vt

dann entspricht dies einem elektrischen Feld~E = Ey~ey, Ey =−V/Ly. Der Erwartungswert für den Strom
ist

Ix = −e
h̄

〈
Ψ,

∂H
∂φ1

Ψ
〉

=
e
h̄

(〈
∂Ψ
∂φ1

,HΨ
〉

+
〈

Ψ,H
∂Ψ
∂φ1

〉)
=

e
h̄

(〈
∂Ψ
∂φ1

,HΨ
〉

+
〈

HΨ,
∂Ψ
∂φ1

〉)
Weiter gilt

HΨ = ih̄
∂Ψ
∂t

= ieV
∂Ψ
∂φ2

so daß

Ix = i
e2

h̄
V

(〈
∂Ψ
∂φ1

,
∂Ψ
∂φ2

〉
−
〈

∂Ψ
∂φ2

,
∂Ψ
∂φ1

〉)
Beschreibt man daß System durch einen statistischen Operator

ρ = ∑
k

ρkPk

wobeiPk der Projektor auf einen ZustandΨk ist, dann erhält man für die Halleitfähigkeit

σH = i
e2

h̄ ∑
k

(〈
∂Ψk

∂φ1
,
∂Ψk

∂φ2

〉
−
〈

∂Ψk

∂φ2
,
∂Ψk

∂φ1

〉)
Wie bei der Argumentation von Laughlin kann man hier noch über die Phasenφ1 undφ2 mitteln. Für ein
System ohne Unordnung kann man zeigen, daßσH nicht von den Phasen abhängt. Für ein ungeordnetes
System kann man argumentieren, daß eine Änderung der Randbedingungen die physikalischen Eigen-
schaften nicht beeinflussen sollte. Die Mittelung muß über Intervalle 2πp durchgeführt werden, da wegen
der Entartung ein ZustandΨk nur bei einer Verschiebung vonφα um 2πp in sich übergeht. Man erhält

σH = i
e2

h̄
1

(2πp)2

∫ 2πp

0
dφ1

∫ 2πp

0
dφ2∑

k

(〈
∂Ψk

∂φ1
,
∂Ψk

∂φ2

〉
−
〈

∂Ψk

∂φ2
,
∂Ψk

∂φ1

〉)
Diese Formel gilt allgemein, unabhängig von dem konkreten Modell und auch für ungeordnete Systeme.

3.4.4 φα- Abhängigkeit der Zustände

Um die Halleitfähigkeit berechnen zu können, müssen wir die Abhängigkeit der Zustände vonφα bestim-
men.

Einteilchenzustände

Betrachten wir der Einfachheit halber zunächst Einteilchenzustände. Sei

ψ(x,y|φ1,φ2)
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ein Einteilchenzustand. Daψ(x,y|φ1+2π,φ2) undψ(x,y|φ1,φ2+2π) ausψ(x,y|φ1,φ2) durch eine Eichtrans-
formation entstehen, gilt

|ψ(x,y|φ1 +2π,φ2)|= |ψ(x,y|φ1,φ2 +2π)|= |ψ(x,y|φ1,φ2)|

Nehmen wir an,ψ(x,y|φ1,φ2) sei eine beix0, y0 lokalisierte Wellenfunktion. Dann gilt

|ψ(x0,y0|φ1,φ2)|> 0

für alle φ1, φ2, da die Streuzentren, die die Lokalisierung verursachen, nicht von den Phasen abhängen.
Beschränkt man sich auf Funktionen aus dem untersten Landauniveau, so gilt

ψ(x,y|φ1,φ2) = C0(φ1,φ2)g0(x,y) f (z|φ1,φ2)

wobeiC0 eine Konstante ist undg0(x,y) ein Faktor ist, der von der Eichung abhängt (für die symmetrische
Eichung hatten wir das oben diskutiert). Für den lokalisierten Zustand setzte ich

ψ(x,y|φ1,φ2) = C(φ1,φ2)g0(x,y) f (z|φ1,φ2)/ f (z0|φ1,φ2)

Es gilt dann
ψ(x,y|φ1 +2π,φ2)

ψ(x,y|φ1,φ2)
=

f (z|φ1 +2π,φ2) f (z0|φ1,φ2)
f (z0|φ1 +2π,φ2) f (z|φ1,φ2)

Da die linke Seite vom Betrag her 1 ist, hat die rechte Seite keine Nullstellen. Die rechte Seite ist also
eine doppelt periodische Funktion vonz mit den PeriodenL1 und iL2, die keine Nullstellen hat. Also ist
sie konstant und damit 1. Es gilt also

ψ(x,y|φ1 +2π,φ2) = ψ(x,y|φ1,φ2)

und analog auch
ψ(x,y|φ1,φ2 +2π) = ψ(x,y|φ1,φ2)

Für eine Funktion mit diesen Eigenschaften giltσH = 0, was für einen lokalisierten Zustand zu erwarten
war. Für ausgedehnte Zustände gibt es keinen Punktx0,y0, für den|ψ(x0,y0|φ1,φ2)| > 0 für alle φ1, φ2

gilt.

Vielteilchenzustände

Wir betrachten jetzt ein wechselwirkendes System unnd nehmen an, daß der Hamiltonoperator gleichzei-
tig mit Tc

1,0 undTc
0,p diagonalisiert wurde. Es gilt

Tc
1,0Ψ = exp(i(q/p)(φ2−φr

2))Ψ

Tc
0,pΨ = exp(−iq(φ1 + φr

1))Ψ

Man kann die folgende Überlegung in jeder Eichung durchführen, in der LandaueichungAx = −By,
Ay = 0 wird sie aber besonders einfach. Da der Hamiltonoperator von den Parameternφα nicht anhängt,
kann man die Wellenfunktionen für diese Eichung in der Form

Ψ({x j ,y j}|φ1,φ2) = exp(iφ1∑
j

x j/L1)Ψ({x j −φ2l2
B/L2,y j + φ1l2

B/L1}|0,0)

schreiben. Damit gilt

Ψ({x j ,y j}|φ1,φ2 +2πp) = exp(iqφr
1)Ψ({x j ,y j}|φ1,φ2)
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Ψ({x j ,y j}|φ1 +2πp,φ2) = exp(−iq(φ2−φr
2))Ψ({x j ,y j}|φ1,φ2)

Eingesetzt in die Formel für die Halleitfähigkeit ergibt sich, wie zu erwarten

σH =
e2

h
q
p

als Beitrag des ZustandsΨ. Für ein System bei einem Füllfaktorν = q/p gibt esp Grundzustände, die alle
diesen Beitrag liefern, und eine Lücke zu Anregungsspektrum, so daß angeregte Zustände bei tiefen Tem-
peraturen keinen Beitrag liefern. Die Halleitfähigkeit nimmt also den erwarteten Wert an. Streuzentren
beeinflussen diese Vielteilchenzustände nicht wesentlich, da es sich um inkompressible Zustände han-
delt. Bewegt man sich leicht von diesem Füllfaktor weg, so werden zusätzliche Löcher oder Elektronen
lokalisiert sein und liefern, wie oben gesehen, keinen Beitrag zuσH , das erklärt die Plateaus.

3.5 Universalität

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wie man die Halleitfähigkeit in einem System mit periodischen
Randbedingunen berechnen kann. Experimentelle Systeme haben aber einen Rand und man muß fragen,
welchen Einfluß der Rand hat. Wir haben in dem Argument von Laughlin gesehen, daß in einem System
mit Rand der Strom von den Randzuständen getragen wird. In einem Vielteilchensystem kann man nicht
mehr von Randzutsänden sprechen. Wir hatten bei der Diskussion der elementaren Anregungen versucht,
ähnlich wie im Fall von Laughlin zu argumentieren, diese Argumentation wurde aber nicht konkret aus-
geführt. Andererseits wird der Quantenhalleffekt experimentell in Systemen mit ganz unterschiedlichen
Geometrien beobachtet, die Halleitfähigkeit sollte also eine universelle Größe sein.

3.5.1 Klassische Elektrodynamik in Quantenhallsystemen.

In diesem Abschnitt geht es um die klassische Elektrodynamik eines zweidimensionalen Elektronensy-
stems mit einem Leitfähigkeitstensor der Form

σ =
(

0 −σH

σH 0

)
= σHε

wobeiε = (εαβ)α,β=1,2 mit ε12 =−ε21 = 1, ε11 = ε22 = 0 . Die Stromdichte ist im folgenden~j = ( j1, j2),
die Ladungsdichte seij0. Das elektrische Feld ist~E = (E1,E2) und wir führen einen FeldstärketensorF
ein, der antisymmetrisch mitF0α = Eα, F12 =−B. B ist das magnetische Feld, das senkrecht auf der Fläche
steht, in der sich die Elektronen bewegen.x0 = ct undx1, x2 sind die Raumkoordinaten,x = (x0,x1,x2).

∂α =
∂

∂xα

Die Stromdichte ist durch
jα(x) = σHεαβEβ(x)

gegeben. Es gilt die Kontinuitätsgleichung
∂α jα = 0

Das Faradaysche Gesetz hat die Form

∂B
∂x0(x)+ ∇×~E(x) = 0
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oder

εαβγ∂αFβγ(x) = 0

Aus der Kontinuitätsgleichung und dem Faradayschen Gesetz folgt

σH∂0B =−σH∇×~E =−∇ ·~j = ∂0 j0

und damit

j0(x) = σHB(x)

Man kann diese Gleichung mit der Materialgleichung für~j zusammenfassen zu

Jαβ(x) = σHFαβ(x)

wobei

Jαβ(x) = εαβγ jγ(x)

εαβγ ist der vollständig antisymmetrische Tensor. Die Kontinuitätsgleichung hat jetzt die Form

εαβγ∂αJβγ(x) = 0

Damit mußσH lokal unabhängig vonx sein! Linien, auf denen sichσH ändert, müssen einen Strom tragen.
Die Kontinuitätsgleichung impliziert, daß man fürJαβ ebenso wie fürFαβ ein Vektorpotential einführen
kann:

Fαβ = ∂αAβ−∂βAα

Jαβ = ∂αaβ−∂βaα

und es gilt

∂α(aβ−σHAβ)−∂β(aα−σHAα) = 0

Diese Beziehung kann aus der Wirkung

SCS(a−σHA) =
∫

R×Ω
d3xεαβγ(aα−σHAα)∂β(aγ−σHAγ)

hergeleitet werden.SCS heißt Chern-Simons Wirkung. Diese Wirkung ist unabhängig von der Wahl der
Koordinaten und benötigt keine Metrik.

Der Status der bisher durchgeführten Überlegungen ist der folgende: Während die Kontinuitätsglei-
chung wegen der Ladungserhaltung exakt gilt, ist die MaterialgleichungJ = σHF experimentell nur auf
großen Zeit- und Längenskalen experimentell bestätigt. Man kann daher nicht ausschließen, daß zu der
Wirkung SCS noch ein TermSI addiert werden muß, der allerdings die Parität erhält und zeitumkehrinva-
riant ist. Es gilt also

S(a,A) = SCS(a−σHA)+SI (a,A)

wobei aberSCS die Eigenschaften auf großen Skalen bestimmt.
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3.5.2 Quantisierung

Die Stromdichtej ist ein quantenmechanischer Operator (genauer eine Operator-wertige Verteilung),
folglich muß auch das Vektorpotentiala ein Operator sein. Das gleiche gilt natürlich auch fürA, für
unsere Fälle wird es aber genügen,A als klassisches Feld zu betrachten. Wir haben also die Aufgabe, die
Wirkung S(a,A) zu quantisieren, wobeiA als klassisches, äußeres Feld behandelt wird. Dies geschieht
am einfachsten mit Hilfe eines Pfadintegrals. Wir gehen dazu zu euklidischen Pfadintegralen über und
setzen

a0→−ia0, A0→−iA0, ∂0→−i∂0, dx0→ idx0

Sei weiterAc das Vektorpotential eines konstanten, äußeren Magnetfeldes undA das Vektorpotential von
lokalen Quellen,Ã = Ac + A. Das euklidische funktionale MaßdPA, das den Grundzustand des Systems
mit der WirkungSbeschreibt, ist dann durch

dPA(a) := Z(Ac +A)−1exp(−1
h̄

SE(a,A))D[a]

gegeben, wobei
SE(a,A) =−iκSCS(a−σHA)+SI (a,A)

D[a] = ∏
x

2

∏
α=0

daα(x)

undZ(Ac +A) ist die Zustandssumme, die so gewählt ist, daß
∫

dPA(a) = 1. Die WirkungSE(a,A) müßte
eigentlich aus einer Vieltielchentheorie hergeleitet werden. Das ist aber bisher nicht geschehen. Man kann
aber aus der Struktur der Wirkung und aus allgemeinen Überlegungen schon eine Reihe von Phänomenen
ableiten. Eine wesentliche Überlegung ist, daßZ(Ac + A) als (euklidische) Zustandssumme eines zwei-
dimensionalen Elektronensystems unter lokalen Eichtransformationen invarinant sein muß. Eine weitere
Bedingung, die erfüllt sein muß, ist daß die Elektronenwellenfunkionen eindeutig sein müssen. Beide
Bedingungen zusammen legenσH auf die Werte

σH =± 1
2l +1

e2

h

fest, siehe J. Fröhlich, T. Kerler, Universality in Quantum Hall Systems. Nucl. Phys. B354, 369 (1991).
Die Autoren zeigen weiter, daß sich diese Formel verallgemeinern läßt, wenn man mehrere StrömeJ(i)

zuläßt, so daß für jeden dieser Ströme die Beziehung

J(i) = σ(i)
H F

gilt. Damit lassen sich die experimentell beobachteten Werte vonσH erklären.



Kapitel 4

Spinflüssigkeiten

Literatur zu diesem Kapitel:

Fradkin behandelt Spinsysteme allgemein und Spinflüssigkeiten im besonderen in seinem Buch in den
Kapiteln vier bis sieben. Der dort vorgestellte Stoff geht aber deutlich über das hinaus, was in dieser
Vorlesung behandelt wird.

4.1 Das Heisenbergmodell

Wir haben oben gesehen, daß das Hubbardmodell bei halber Füllung und starker Kopplung einen Antifer-
romagneten beschriebt. Es kann auf das Heisenbergmodell abgebildet werden. Wir betrachten in diesem
Kapitel das Heisenbergmodell und verwandte Spinsysteme aus einem anderen Blickwinkel.

Das Heisenbergmodell beschreibt lokalisierte Spins auf einem Gitter. Die Spinoperatoren sind

~Sx = (S1,x,S2,x,S3,x)

für Spin-12:

Sα,x =
h̄
2

σα, α = 1,2,3.

wobeiσα die Paulimatrizen sind. Kommutatorbeziehungen

[Sα,x,Sβ,y] = ih̄δx,yεα,β,γSγ,x

Hamiltonoperator für das Heisenbergmodell:

H = ∑
x,y

Jx,y~Sx ·~Sy

Dabei durchlaufenx undy die Gitterplätze eines beliebigen Gitters. Das Modell kann je nach Vorzeichen
vonJ Ferromagnetismus (J< 0) oder Antiferromagnetismus, Ferrimagnetismus (J> 0, wie bei der Her-
leitung aus dem Hubbardmodell) beschreiben. Es beschreibt in jedem Fall aber lokalisierte Spins, also
keinen Magnetismus beweglicher Elektronen.

Wie das Hubbardmodell hat auch das Heisenbergmodell eineSU(2)-Symmetrie. Der Hamiltonope-
rator vertauscht mit dem Gesamtspin~S= ∑x

~Sx.

[H,S3] = ∑
x,y

Jx,y[~Sx ·~Sy,S3]

= ∑
x,y

Jx,y[~Sx ·~Sx,S3,x +S3,y]

79
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= ∑
x,y

Jx,y([S1,x,S3,x]S1,y +[S2,x,S3,x]S2,y +S1,x[S1,y,S3,y]+S2,x[S2,y,S3,y])

= ih̄∑
x,y

Jx,y(−S2,xS1,y +S1,xS2,y−S1,xS2,y +S2,xS1,y)

= 0

und ebenso zeigt man[H,S1] = 0, [H,S2] = 0. Der Hamiltonoperator kann also gleichzeitig mit~S2 und
einer Komponente, z.B.S3 diagonalisiert werden. Dei Eigenwerte von~S2 sind h̄2S(S+ 1), die Entartung
ist 2S+1, S3 nimmt für solche Zustände Werte zwischen−SundSan.

Das eindimensionale Heisenbergmodell ist exakt lösbar. In einer Dimension gibt es im antiferroma-
gnetischen Fall keine langreichweitige Ordnung. In ein und zwei Dimensionen gibt es keine langreich-
weitige Ordnung fürT > 0. Dieses Resultat nennnt man Mermin-Wagner Theorem. Es folgt hier wie auch
für viele andere Modelle aus einer kontinuierlichen Symmetriegruppe. In drei Dimensionen erwartet man
einen Phasenübergang bei einer endlichen kritischen Temperatur von einer geordneten Phase bei tiefen
Temperaturen zu einer ungeordneten Phase bei hohen Temperaturen. Im antiferromagnetischen Fall kann
man das für paare Gitter beweisen. In zwei Dimensionen kann man zeigen, daß der Grundzustand des
Modells (T = 0) auf paaren Gittern langreichweitig geordnet ist, falls der Spin größer als1

2 ist. Für Spin
1
2 ist dies auch noch für das hexagonale Gitter richtig, für das Quadratgitter steht der Beweis jedoch aus.
Alle bekannten Resultate deuten aber darauf hin, daß das Heisenbergmodell auch auf dem Quadratgitter
einen langreichweitig geordneten Grundzustand hat.

Es gibt eine Reihe von Möglichkeiten, das Heisenbergmodell mit einem geordneten Grundzustand zu
untersuchen. Einige der üblichen Verfahren sind

• Holstein-Primakoff Transformation, Spinwellentheorie

• Vektor-kohärente Zustände und Pfadintegrale für Spins

Zumindest die Holstein-Primakoff Transformation (die die Spins auf Bosonen abbildet) und die Spin-
wellentheorie sind Stoff der Vorlesung über Theoretische Festkörperphysik. Vektor-kohärente Zustände
können für Spins auf verschiedene Weisen eingeführt werden (siehe K.T. Hecht,The Vector coherent state
method and its application to problems of higher symmetries, Springer, 1987), die miteinander verwandt
sind. Es besteht auch eine Beziehung zwischen der Holstein-Primakoff Transformation und den vektor-
kohärenten Zuständen: Führt man für die Holstein-Primakoff Bosonen übliche kohärente Zustände ein,
so kann man das durch eine Ähnlichkeitstransformation auf die vektor-kohärerenten Zustände für Spins
abbilden. Kohärente Zustände werden dann benutzt, um eine Pfadintegraldarstellung des Heisenbergmo-
dells zu bekommen, die man dann mit bekannten Verfahren behandeln kann. Alle diese Zugänge haben
einen geordneten Grundzustand als Ausgangspunkt, auf dem Anregungen untersucht werden.

4.2 Ungeordnete Spinsysteme

Spinsysteme auf anderen Gittern oder mit langreichweitigeren, frustierten Kopplungen haben unter Um-
ständen keine langreichweitige Ordnung und können als eine Spinflüssigkeit beschrieben werden. Der
Grundzustand wird dann keine langreichweitige Ordnung, evt. aber eine kurzreichweitige Ordnung ha-
ben. Eine zweite Möglichkeit, Unordnung in einen langreichweitig korrelierten Zustand einzuführen,
besteht in der Dotierung. Solche Modelle sind relevant für die Hoch-Tc Materialien, die undotiert eine
antiferromagnetische Spinordnung haben, die durch Dotierung verlorengeht. Obwohl in diesem Fall die
Ordnung durch sich bewegende Löcher zerstört wird, besteht doch die Vermutung, daß sich die Spinsy-
steme in beiden Fällen ähnlich beschreiben lassen.
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4.2.1 RVB-Zustände

Wir wollen zunächst ein Konzept kennenlernen, daß zumindest für einige frustierte Spinsysteme relevant
ist und sogar zur Beschreibung von langreichweitiger Ordnung genutzt werden kann, dievalence bond
(VB) oderresonating valence bond(RVB) Zustände. Es gibt eine Reihe von Gittern, für die man zeigen
kann, daß das Heisenbergmodell einen Grundzustand hat, der sich so beschreiben läßt.

Wir bezeichnen zunächst durch

|(x,y)〉=
1√
2

(|↑x↓y〉− |↓x↑y〉)

ein Singulettpaar auf den Gitterplätzenx und y. Wählt man auf einem Gitter eine ÜberdeckungP von
Paaren aus, dann ist

|P〉= ∏
(x,y)∈P

|(x,y)〉

ein Singulett-Zustand. Diese Art von Zustand bezeichnet man als VB-Zustand. Betrachtet man alle VB-
Zustände, dann bilden diese ein übervollständiges System. Jeder Singulett-Zustand kann in der Form

|Ψ〉= ∑
P

A(P) ∏
(x,y)∈P

|(x,y)〉

geschrieben werden. Da die Zustände|P〉 übervollständig sind, ist diese Darstellung nicht eindeutig. Sie
ist aber nützlich, wenn man Variationszustände sucht. Ein populärer Variationsansatz ist durch

|Ψ〉= ∑
P

∏
(x,y)∈P

a(|x−y|) |(x,y)〉

also
A(P) = ∏

(x,y)∈P

a(|x−y|)

gegeben. Ein solcher Zustand wird als RVB-Zustand bezeichnet.
Für praktische Rechnungen mit solchen Zuständen ist es nützlich, von einem konkreten Gitter als

Beispiel auszugehen. Im folgenden kann man dazu immer das Quadratgitter benutzen. Das Gitter wird in
zwei gleichmächtige Untergitter,A undB zerlegt und es sei

a(|x−y|) = 0

falls x undy auf dem gleichen Untergitter liegen. Für das Quadratgitter oder andere paare Gitter ist diese
Zerlegung natürlich, sie kann aber auch für viele frustrierte Gitter eingeführt werden. Betrachten wir als
nächstes den Überlapp zweier VB-Zustände〈

P′ |P〉

wobei inP undP′ nur Singulettpaare vorkommen sollen, bei denen die Spins auf unterschiedlichen Un-
tergittern liegen. Als erstes Beispiel berechnen wir den Überlapp von Produkten von zwei Singuletts. Es
gilt

〈(x1,y2)(x2,y1)|(x1,y1)(x2,y2)〉 =
1
4

(〈↑x1↓y2|− 〈↓x1↑y2|)(〈↑x2↓y1|− 〈↓x2↑y1|)(|↑x1↓y1〉− |↓x1↑y1〉)(|↑x2↓y2〉− |↓x2↑y2〉)

=
1
4

(〈↑x1↓y2| 〈↑x2↓y1| |↑x1↓y1〉 |↑x2↓y2〉+ 〈↓x1↑y2| 〈↓x2↑y1| |↓x1↑y1〉 |↓x2↑y2〉)

= 2
1
22
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〈(x1,y1)(x2,y2)|(x1,y1)(x2,y2)〉 =
1
4

(〈↑x1↓y1|− 〈↓x1↑y1|)(〈↑x2↓y2|− 〈↓x2↑y2|)(|↑x1↓y1〉− |↓x1↑y1〉)(|↑x2↓y2〉− |↓x2↑y2〉)

=
1
4

(〈↑x1↓y1|− 〈↓x1↑y1|)(|↑x1↓y1〉− |↓x1↑y1〉)(〈↑x2↓y2|− 〈↓x2↑y2|)(|↑x2↓y2〉− |↓x2↑y2〉)

= 22 1
22

Entsprechende Rechnungen kann man generell durchführen. Es gilt〈
P′ |P〉= 2nL−Ns/2

wobeinL die Anzahl der Schleifen ist, die〈P′ |P〉 liefert undNs die Anzahl der Gitterplätze. Eine Schlei-
fe C ist eine bis auf zyklische Permutationen Folge von paarweise verschiedenen Gitterpunkten,C =
(x1,y1,x2,y2, . . . ,xn,yn). Aufgrund unserer Konstruktion erhalten wir nur Schleifen, die abwechselnd
einen Gitterpunkt ausA und einen ausB enthalten.〈P′ |P〉 enthält jeden Gitterpunkt genau einmal, kann
also als eine Überdeckung{Ci , i = 1, . . . ,nL} des Gitters interpretiert werden. Die Norm des Zustand|Ψ〉
ist dann

ZΨ = ∑
{Ci}

∏
i

f (Ci)

wobei

f (C) = 2 ∏
(x,y)∈C

a(|x−y|)√
2

ist. Analog kann man Korrelationsfunktionen berechnen. Es gilt〈
P′
∣∣S3,xS3,x′ |P〉=

1
4

2nL−Ns/2

falls x∈ A undx′ ∈ A auf einer Scheife liegen, sonst verschwindet die linke Seite. Ebenso〈
P′
∣∣S3,xS3,y |P〉=−2nL−Ns/2

für x∈ A undy∈ B aud einer Schleife. Man kann dieses Problem also auf ein statistisches Problem von
Schleifen auf einem Gitter abbilden.

ρ(C) = Z−1
Ψ f (C)ZΨ\C

ist die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten einer SchleifeC und es gilt

ρ(C) =
∂ lnZΨ

∂ ln f (C)

Die Korrelationsfunktion

ρz,z′ = 4sz,z′
〈Ψ|S3,zS3,z′ |Ψ〉

ZΨ

ist
ρz,z′ = ∑

C:z,z′∈C

ρ(C)

wobeisz,z′ = 1 falls die beiden Gitterplätze auf dem gleichen Untergitter liegen undsz,z′ =−1 falls sie auf
verschiedenen Untergittern liegen. Die Größe

`= ∑
z′

ρz,z′ = N−1
s ∑

z,z′
ρz,z′

ist die mittlere Schleifenlänge. Ist diese Größe extensiv, also` ∝ Ns, dann hat das System eine langreich-
weitige Ordnung.
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4.2.2 Der Néel-Zustand

Wenn das oben beschriebene Konzept sinnvoll sein soll, dann muß es möglich sein, den Néel-Zustand
zu beschreiben, der eine gute Approximation für den Grundzustand des Heisenberg-Antiferromagneten
und Ausgangspunkt für die lineare Spinwellentheorie ist. Der Néel-Zustand hat maximale Ordnung: Die
Spins auf jedem Untergittern sind alle in die gleiche Richtung ausgerichtet. Einen solchen Zustand erhält
man, wenn mana(|x−y|) = 1 setzt.

Für diesen Zustand berechnen wir zuerstZΨ. Es gilt

ZΨ =
1

2Ns/2 ∑
{Ci}

2nL

Die Summe läuft über alle Aufteilungen des Gitters in Schleifen. Bezeichnen wir mitni die Anzahl der
Schleifen mit Länge 2i, so gilt

∑
i

ni = nL

∑
i

ini = Ns/2

Die Anzahl der Aufteilungen des Gitters inn1 Schleifen der Länge 2,n2 Schleifen der Länge 2, etc ist

(Ns
2 )!2

∏i ini ni !

Damit gilt

ZΨ =
1

2Ns/2
(
Ns

2
)!2 ∑
{ni}:∑i ini=Ns/2

∏
i

2ni

ini ni !
=

1

2Ns/2
(
Ns

2
)!(

Ns

2
+1)!

Die mittlere Schleifenlänge ist

`= Z−1
Ψ

1

2Ns/2
(
Ns

2
)!2 ∑
{ni}:∑i ini=Ns/2

(
4
Ns

∑
i

i2ni)∏
i

2ni

ini ni !
=

2
3

(Ns/2+2)

Die Summen wurden jeweils mit Hilfe bekannter Formeln aus der Kombinatorik ausgewertet, siehe e.g.
Abramowitz, Stegun,Handbook of Mathematical Functions, Dover, darin Kapitel 24. Da alle Gitterplätze
gleichberechtigt sind, erhält man für die Korrelationsfunktion

ρz,z′ =
Ns+1

3(Ns−1)

für z 6= z′. Naiv hätte man für den Néel-Zustandρz,z′ = 1 erwartet. Das wäre das Resultat für einen
Zustand, für den auf einem Untergitter alle Spins nach oben, auf dem anderen alle nach unten zeigen.
Tatsächlich kann man aber die Richtungen der Spins beliebig rotieren und alle diese Zustände linear
kombinieren. Nur so erhält man einen Zustand mit GesamtspinS= 0. Für diesen Zustand ist gerade
ρz,z′ = 1

3.

4.2.3 Kurzreichweitige Korrelationen

Ein zweiter Extremfall sind Zustände, für diea(|x−y|) = 1 für benachbarte Gitterplätze gilt,a(|x−y|) = 0
sonst. Solche Zustände werden auch Dimerzustände genannt. Für diese Zustände gibt es keine langreich-
weitige Ordnung, die mittlere Scheifenlänge ist nicht∝ Ns. Allerdings lassen sich für diesen Fall keine
analytischen Ergebnisse dafür angeben, wir die Korrelationsfunktion mit dem Abstand abfällt. Es gibt
Argumente für einen algebraischen Abfall und solche für einen exponentiellen Abfall. Auch numerische
Simulationen lassen keinen eindeutigen Schluß zu. Man sieht aber, daß der RVB-Ansatz allgemein genug
ist, um sowohl langreichweitige als auch kurzreichweitige Korrelationen gut zu beschreiben.
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4.2.4 Das zweidimensionale Heisenbergmodell

Liang, Douçot und Anderson haben Variationsrechnungen für das Andersonmodell auf dem Quadratgit-
ter mit RVB-Zuständen gemacht (Phs. Rev. Lett.61, 365-368 (1988)). Diese Ergebnisse wurden zwar
von anderen Autoren noch etas verbesssert, stellen aber die besten Rechnungen für das Heisenbergmo-
dell auf dem Quadratgitter dar. Der energetisch niedrigste Zustand hat eine Grundzustandsenergie pro
Gitterplatz von−0.6688J und a(|x− y|) ∝ |x− y|−4. Er zeigt langreichweitige Korrelationen,ρz,z′ geht
gegen 0.12 für große Abstände (also weniger als im Néel-Zustand). Die Autoren betonen aber auch, daß
es Zustände ohne langreichweitige Ordnung gibt, die energetisch sehr nahe am Grundzustand liegen. Für
endliche Temperaturen hat man wegen des Mermin-Wagner Theorems natürlich keine langreichweitige
Ordnung. Man kann aber erwarten, daß sich durch die Einführung von Frustration in diesen Systemen die
langreichweitige Ordnung auch unterdrücken läßt.

Analytisch läßt sich das Problem behandeln, wenn man einem Argument von Flory aus der Theorie
der Polymere folgt: Wir betrachten hier ein Modellvon Schleifen auf einem Gitter. Innerhalb einer Schlei-
fe besteht eine Abstoßung, denn die Schleife kann einen Gitterplatz nur einfach durchlaufen. Zwischen
den Schleifen besteht ebenso eine Wechselwirkung, die verhindert, daß zwei Schleifen durch den gleichen
Gitterplatz laufen. Nach Flory führt die Wechselwirkung innerhalb einer Schleife dazu, daß diese sich auf-
bläht, während die Wechselwirkung der Schleifen untereinander eine einzelne Schleife zusammendrückt.
Diese Effekte heben sich eventuell auf und man kann die Wechselwirkung der Schleifen vernachlässi-
gen. Für den Fall des Néel-Zustands liefert dieses Argument tatsächlich das exakte Resultat. Es gibt gute
Gründe anzunehmen, daß Florys Argument fürd≥ 3 Dimensionen qualitativ richtig ist. Für eine Dimen-
sion ist es definitiv falsch. In zwei Dimensionen ist die Situation nicht klar. Wegner hat diese Näherung
für den Heisenbergantiferromagneten auf dem Quadratgitter angewandt und erhält für die Korrelations-
funktionρz,z′→ 0.13. Allerdings ist das Ergebnis für die Energie pro Gitterplatz mitE =−1.0056J nicht
gut. Für die Energie sind die kurzreichweitigen Korrelationen wichtig, die mit Florys Argument sicher
nicht richtig wiedergegeben werden.

4.3 Feldtheoretische Beschreibung

4.3.1 Fermionen und Schwingerbosonen

Im folgenden setze ich ¯h = 1. Man kann Spins durch fermionische oder bosonische Operatoren aus-
drücken. Die fermionische Darstellung ist klar, es gilt

S3,x =
1
2

(c†
x+c+−c†

x−cx−)

S+,x = c†
x+cx−

S−,x = c†
x−cx+

S1,x =
1
2

(S+,x +S−,x)

S2,x =
1
2i

(S+x−S−x)
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wobei ich einen Spin↑ durch ein+, einen Spin↓ durch ein− bezeichnet habe. Die Vertauschungsrela-
tionen für Spinoperatoren sind erfüllt, wenn

c†
x+cx+ +c†

x−cx− = 1

Analog kann man Spins durch bosonische Operatoren darstellen. Seienbxσ und b†
xσ Vernichter und Er-

zeuger für Bosonen auf dem Gitterplatzx. σ nimmt die Werte±1 an. Es gilt :

S3,x =
1
2

(b†
x+bx+−b†

x−bx−)

S+,x = b†
x+bx−

S−,x = b†
x−bx+

ie Vertauschungsrelationen für Spinoperatoren sind erfüllt, wenn

b†
x+bx+ +b†

x−bx− = 1

Man berechnet

S2
3,x +

1
2

(S+,xS−,x +S−,xS+,x) =
1
4

(b†
x+bx+−b†

x−bx−)2

+
1
2

(b†
x+bx−b†

x−bx+ +b†
x−bx+b†

x+bx−)

=
1
4

(b†
x+bx+ +b†

x−bx−)2

+
1
2

(b†
x+bx+ +b†

x−bx−)

=
3
4

[S3,x,S±,x] =±S±x

[S+,x,S−,x] = b†
x+bx−b†

x−bx+−b†
x−bx+b†

x+bx− = 2S3,x

Der Hamiltonoperator des Heisenbergmodells lautet

H =
1
2 ∑

x,y
Jx,y

[
1
4

(a†
x+ax+−a†

x−ax−)(a†
y+ay+−a†

y−ay−)

+
1
2

(a†
x+ax−a†

y−ay+ +a†
x−ax+a†

y+ay−)
]

wobei zusätzlich beachtet werden muß, daß die lokale Nebenbedingunga†
x+ax+ +a†

x−ax− = 1 gilt. a und
a† sind entweder fermionische oder bosonische Operatoren. Der Projektionsoperator auf den Teilraum
aller Zustände, die diese Nebenbedingung erfüllen, kommutiert mitH. Der Hamiltonoperator kann noch
etwas kompakter in der Form

H =
1
4 ∑

x,y,σ,τ
Jx,y(ζa†

xσa†
yτayσaxτ−

1
2

)
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geschrieben werden.ζ = +1 für Bosonen undζ =−1 für Fermionen. Bis auf eine Konstante−1
2 ∑x,yJx,y

lautet der Hamiltonoperator

H =
ζ
4 ∑

x,y
Jx,yPx,y

wobei der OperatorPx,y die Teilchen auf den Gitterplätzenx undy vertauscht. Die Eigenzustände vonH
sind symmetrisch gegenüber dem Vertauschen von Bosonen. Für eine Zweiteilchenzustand gibt es also
zwei Fälle

1. Für Bosonen: Symmetrisch im Orts- und Spinraum, für Fermionen: Antisymmetrisch im Orts- und
symmetrisch im Spinraum

a†
x+a†

y+|0〉,
1√
2

(a†
x+a†

y−+a†
x−a†

y+)|0〉, a†
x−a†

y−|0〉

Das sind die Tripplett-Zustände.

2. Für Bosonen: Antisymmetrisch im Orts- und Spinraum, für Fermionen: Symmetrisch im Orts- und
antisymmetrisch im Spinraum

1√
2

(a†
x+a†

y−−a†
x−a†

y+)|0〉

Das ist der Singulett-Zustand.

Ein RVB-Zustand kann also in der Form

|Ψ〉= ∑
P

∏
(x,y)∈P

a(|x−y|)√
2

(a†
x+a†

y−−a†
x−a†

y+)|0〉

geschrieben werden.

4.3.2 Feldtheoretische Formulierung

Wie im ersten Kapitel dieser Vorlesung angegeben kann man das Modell, wenn man es durch fermio-
nische oder bosonische Operatoren ausgedrückt hat, auch mit Hilfe von Feldern in einer Lagrangefor-
mulierung schreiben. Der Unterschied zu früher besteht nur darin, daß keine kinetische Energie auftritt,
sondern stattdessen eine lokale Nebenbedingung. Die Wirkung ist

S=
∫ β

0
dτL

L = ∑
x,σ

φ∗x,σ(τ)(∂τ−µ)φx,σ(τ)− i ∑
x

λx(τ)(∑
σ

φ∗x,σ(τ)φx,σ(τ)−1)+V({φ∗x,σ(τ),φx,σ(τ)})

mit

V({φ∗x,σ(τ),φx,σ(τ)}) =
ζ
4 ∑

x,y,σ,σ′
Jx,yφ∗x,σ(τ)φ∗y,σ′(τ)φy,σ(τ)φx,σ′(τ)

wobei eine Konstante weggelassen wurde.λx(τ) ist ein reelles Feld, das einen Lagrangeparameter dar-
stellt. Die Integration überλx(τ) sichert, daß die Nebenbedingung

∑
σ

φ∗xσ(τ)φxσ′(τ) = 1
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gewährleistet ist. Das chemische Potential ist wegen dieser Nebenbedingung eigentlich überflüssig. Im
folgenden werde ich mich auf die Behandlung eines Modells mit Kopplungen zwischen benachbarten
Gitterplätzen beschränken. Das Potential ist dann

V({φ∗x,σ(τ),φx,σ(τ)}) =
ζJ
4 ∑

x,i,σ,σ′
φ∗x,σ(τ)φ∗x+ei ,σ′(τ)φx+ei ,σ(τ)φx,σ′(τ)

i durchläuft dabei die benachbarten Gitterplätze. Diese Wechselwirkung kann man mit einer Hubbard-
Stratonovich Transformation umformen, so daß die resultierende Wirkung quadratisch in den Feldernφ
und φ∗ ist. Diese können dann ausintegriert werden und man erhält eine effektive Theorie, in der das
Hubbard-Stratonovich Feld und der Lagrangeparameterλx vorkommen. Diese effektive Wirkung kann
dann zum Beispiel im Rahmen einer Sattelpunktsnäherung (mean-field Näherung) untersucht werden,
auch Fluktuationen um den Sattelpunkt können studiert werden. Allerdings ist zu beachten, daß die resul-
tiernde Theorie eine lokale Eichinvarianz besitzt. Diese Schritte wollen wir im folgenden durchführen.

Hubbard-Stratonovich Transformation. Die Hubbard-Stratonovich Transformation ist nichts ande-
res als ein Gaussintegral. Es gilt

exp(−J
2

z∗z) ∝
∫

dχdχ∗exp(−2
J

χ∗χ + χ∗z+z∗χ)

Beachtet man, daß in dem Ausdruck fürV jeder Term doppelt vorkommt, dann kann man die Summation
überi auf positive Richtungen beschränken:

V({φ∗x,σ(τ),φx,σ(τ)}) =
ζJ
2 ∑

x,i,σ,σ′
φ∗x,σ(τ)φ∗x+ei ,σ′(τ)φx+ei ,σ(τ)φx,σ′(τ)

=
J
2 ∑

x,i

(∑
σ

φ∗x,σ(τ)φx+ei ,σ(τ))(∑
σ

φ∗x+ei ,σ(τ)φx,σ(τ))

exp(−V({φ∗x,σ(τ),φx,σ(τ)})) ∝
∫

D[χ(τ)]D[χ∗(τ)]exp

(
−2

J ∑
x,i

χ∗x,i(τ)χx,i(τ)

+ ∑
x,i

(χ∗x,i(τ)(∑
σ

φ∗x+ei ,σ(τ)φx,σ(τ))+ χx,i(τ)(∑
σ

φ∗x,σ(τ)φx+ei ,σ(τ))

)

Man erhält so ein neues

L′ = ∑
x,σ

φ∗x,σ(τ)(∂τ−µ)φx,σ(τ)− i ∑
x

λx(τ)(∑
σ

φ∗x,σ(τ)φx,σ(τ)−1)

−2
J ∑

x,i

χ∗x,i(τ)χx,i(τ)

+∑
x,i

(
χ∗x,i(τ)∑

σ
φ∗x+ei ,σ(τ)φx,σ(τ)+ χx,i(τ)∑

σ
φ∗x,σ(τ)φx+ei ,σ(τ)

)

An dieser Stelle können dieφ undφ∗ ausintegriert werden. Bevor wir so eine effektive Wirkung ableiten,
ist es wichtig, die Symmetrien vonL′ zu untersuchen.
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Lokale Eichsymmetrie. Schreibt man

χx,i(τ) = ρx,i(τ)exp(iAx,i(τ))

dann kann man die lokale Eichtransformation in der Form

φx(τ)→ φx(τ)exp(iϕx(τ))

λx(τ)→ λx(τ)+ ∂τϕx(τ)

Ax,i(τ)→ Ax,i(τ)−ϕx+ei (τ)+ ϕx(τ)

schreiben. Es gilt dann
L′→ L′+ i ∑

x
∂τϕx(τ)

und

S→ S+ i ∑
x

∫ β

0
dτ∂τϕx(τ) = S+ i ∑

x
(ϕx(β)−ϕx(0)) = S

daϕx(τ) als bosonisches Feld periodisch inτ muß. Man kann die periodische Randbedingung anϕx(τ)
sogar noch verallgemeinern, indem man

ϕx(β) = ϕx(0)+2πmx

setzt. Das System ist auch noch unter dieser größeren Gruppe von Eichtransformationen invariant. Eine
Folge der Eichtransinvarianz ist, daß man eine spezielle Eichung wählen kann. Die Eichung muß nur
garantieren, daß die Nebenbedingung

∑
σ

φ∗xσ(τ)φxσ′(τ) = 1

für einen festen Wertτ erfüllt ist. Beispielsweise kann man

λx(τ) = λxδ(τ− τ0)

wählen.

Sattelpunktsnäherung. Es ist möglich, in diesem Modell einen Parameter einzuführen, der dafür sorgt,
daß in einem bestimmten Limes die Sattelpunktsnäherung exakt wird. Dies erlaubt dann eine systemati-
sche Entwicklung um die Sattelpunktslösung. Die Idee besteht darin, statt einerSU(2) Symmetrie für die
Spins eineSU(N) Symmetrie anzunehmen. Es gilt dann

H =
1
N ∑

x,y
Jx,y

N

∑
α,β=1

Ŝβ
α(x)Ŝα

β(y)

mit den Generatoren̂Sβ
α(x) derSU(N) Algebra. Als Darstellung kann man

Ŝβ
α(x) =

nc

∑
a=1

c†
αa(x)cβa(x)−δβ

α
nc

2
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wählen, wobei die Nebenbedingung

N

∑
α=1

c†
αa(x)cαb(x) =

{
δb

am x∈ A
δb

a(N−m) x∈ B

auf einem paaren Gitter mit den UntergitternA undB erfüllt sein muß. FürN = 2 gibt es nur den Wertm=
1 und man erhält die Darstellungen derSU(2). Der Spin der Darstellung ists= nc/2. Fürnc = 1 ergeben
sich also die obigen Operatoren. Ich beschränke mich im folgenden aufnc = 1, N gerade undm= N/2.
Andere Fälle sind aber ebenso interessant, beispielsweise liefertnc→∞ die Spinwellennäherung. Für die
Lagrangedichte erhält man

L′ = ∑
x,α

φ∗x,α(τ)(∂τ−µ)φx,α(τ)− i ∑
x

λx(τ)(∑
α

φ∗x,α(τ)φx,α(τ)− N
2

)

−N
J ∑

x,i

χ∗x,i(τ)χx,i(τ)

+∑
x,i

(
χ∗x,i(τ)∑

α
φ∗x+ei ,α(τ)φx,α(τ)+ χx,i(τ)∑

α
φ∗x,α(τ)φx+ei ,α(τ)

)
Für N = 2 entspricht dies direkt dem obigen Ausdruck. Integriert man die (in dieser Notation jetzt fer-
mionischen) Felderφ undφ∗ aus, so erhält man

Seff[λ,χ,χ∗] = NS̄[λ,χ,χ∗]

S̄[λ,χ,χ∗] = Tr ln
(
(∂τ−µ− iλx(τ))δx,yδτ,τ′ +(χx,i(τ)δy,x+ei + χ∗x−ei ,i(τ)δy,x−ei )δτ,τ′

)
−
∫

dτ

(
1
J ∑

x,i

χ∗x,i(τ)χx,i(τ)− i
2 ∑

x
λx(τ)

)

Da die effektive Wirkung∝ N ist, kann man für großeN eine Sattelpunktsnäherung rechtfertigen und
gegebenenfalls auch um den Sattelpunkt entwickeln. 1/N ist der Entwicklungsparameter. Die entspre-
chenden Sattelpunktsgleichungen lauten

δS̄
δρx,i(τ)

= 0

δS̄
δAx,i(τ)

= 0

δS̄
δλx(τ)

= 0

Sie wurden bisher nicht vollständig untersucht, es gibt lediglich Lösungen in bestimmten Untermanigfal-
tigkeiten des Lösungsraums.

Wir betrachten im folgenden einige Lösungen der Sattelpunktsgleichung für das Quadratgitter. Wir
haben oben gesehen, daß man die Phase vonχ und λ als elektromagnetisches Potential interpretieren
kann, den Betrag vonχ als Dichte. Nimmt man eine konstante Dichte und Magnetfeld 0 an, so erhält man
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eine Lösung der Sattelpunktsgleichung, die zuerst von Baskaran, Zou und Anderson gefunden wurde. Sie
erhalten für die Energie

EBZA =
4NNs

J
ρ̄2− 16

π2 NNsρ̄

mit einem MinimumE =−16NNsJ/π4 =−0.164NNsJ für ρ̄ = 2J/π2. Bei konstanter Dichte und einem
konstanten Magnetfeld6= 0 erhält man Flußphasenzustände, die energetisch unter der von Baskaran, Zou
und Anderson gefundenen Lösung liegen. Es gilt

EFlussphase=
4NNs

J
ρ̄2−8NNsρ̄

∫
|pi |≤ π

2

d2p
(2π)2

√
sin2 p1 +sin2 p2

Für das Minimum giltE =−0.230NNsJ. Schließlich gibt es Dimer-Zustände, die energetisch noch unter
diesen Lösungen liegen:

E =
4NNs

J
ρ̄2−NNsρ̄

mit einem MinimumE =−JNNs/4 bei ρ̄ = J/4. Diese Energie liegt noch deutlich oberhalb der Variati-
onsenergie der RVB-Zustände fürN = 2 (E =−0.6688JNs). Allerdings fehlen hier die 1/N Korrekturen.
Ein wesentlicheres Problem ist aber, daß in allen diesen Zuständen die lokale Eichinvarianz gebrochen
ist. Der Status dieser Theorie ist also noch offen.

Flußphasen. Flußphasenzustände sind allgemein Zustände mitλ = 0 und einem vonτ unabhängigenχ.
Setzt man dies in die Wirkung ein, die die fermionischen Operatoren noch enthält, so erhält man hieraus
einen effektiven Hamiltonoperator

H =− ∑
x, j,α

ρ̄x, j
(
c†

x,α exp(iAx, j)cx+ej ,α +h.c.
)

+
N
J ∑

x, j

ρ̄2
x, j

Flußphasenzustände haben ein festeρ̄x, j = ρ̄. Man kann das Flußphasenproblem also auch lösen, indem
man die Grundzustandsenergie vonH zunächst für festes̄ρ minimiert, indem man dieAx, j variiert und
danach das Minimum als Funktion von̄ρ aufsucht. Dabei ist zu beachten, daß die Anzahl der Fermionen
durch die Anzahl der Gitterplätze gegeben ist, man hat also ein halbgefülltes Band. Wir beschränken
uns im folgenden auf ein Quadratgitter und nehmen ein VektorpotentialAx, j , das einem Flußφ durch
jedes elementare Quadrat entspricht. Das ist die Situation eines konstanten Magnetfelds. Dann ist die
Grundzustandsenergie vonH durch

E0 =−ρ̄Tr|T|+ 4NNs

J
ρ̄2

gegeben, wobeiT = (tx,y) die Matrix mit den Elementen

tx,y = exp(iAx, j)δy,x+ej

und es gilt die Flußphasenbedingung

Ax,2 +Ax+e2,1−Ax+e1,2−Ax,1 = φ

|T| ist diejenige positiv definite Matrix, für die|T|2 = T2 gilt. Tr|T| ist die Summe der Beträge der
Eigenwerte vonT. Eine spezielle Eichung, für die die Flußphasenbedingung erfüllt ist, ist

Ax,1 =
φ
2
, Ax,2 = (−1)x1

φ
2
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Mit dieser Eichung erhält man 4 Untergitter des Quadratgitters. Macht man für die Eigenfunktionen von
T den Ansatz

ψx = exp(ikx)ai

für x im Untergitteri = 1, . . . ,4, so erhält man für dieai eine Eigenwertgleichung mit einer 4×4-Matrix.
Die Eigenwerte lassen sich berechnen und damit auch Tr|T|. Das Minimum erhält man für

φ = π

und für die Eigenwerte erhält man

±2
√

sin2k1 +sin2k2

Damit ergibt sich die obige Formel für die Grundzustandsenergie. Der optimale Wertφ = π für den Fluß
ist allgemeiner als aus dieser Rechnung ersichtlich. Man kann z.B. zeigen, daß sich für diesen Wert auch
ein Minimum von detT ergibt. Weiter kann man einen solchen optimalen Wert für allgemeinere zweidi-
mensionale Gitter oder generell für planare Graphen finden. Für einen planaren Graphen ist der optimale
Flußπ(n−2)/2 durch jedesn-Eck. Man kann diese Flußphasenzustände sogar dann noch konstruieren,
wenn die Dichte der Elektronen nicht mehr 1 ist.

4.4 Der verdünnte Antiferromagnet: Dast−J Modell

Dotiert man einen Antiferromagneten, so erhält man Löcher in dem Spinsystem, die beweglich sind und
die antiferromagnetische Ordnung schwächen oder ganz zerstören können. Ein Modell, mit dem sich
solche dotierten oder verdünnten Antiferromagnete beschreiben lassen, ist dast−J Modell

Ht−J = ∑
x,y,σ

tx,y(1−nx,−σ)c†
x,σcyσ(1−ny,−σ)+∑

x,y
Jx,y~Sx ·~Sy

wobei wir die Spins als elektronische Spins interpretieren,

S3,x =
1
2

(c†
x+c+−c†

x−cx−)

S+,x = c†
x+cx−, S−,x = c†

x−cx+

S1,x =
1
2

(S+,x +S−,x), S2,x =
1
2i

(S+x−S−x)

Der Spin-Anteil des Hamiltonoperators ist der eines Heisenbergmodells, der kinetische Anteil erlaubt ein
Hüpfen der Spins von einem Gitterplatz auf einen anderen. Die Faktoren(1−nx,−σ)(1−ny,−σ) garan-
tieren, daß es niemals zwei Elektronen auf einem Gitterplatz gibt. Ähnlich wie wir bei halber Füllung
und starker Abstoßung das Heisenbergmodell aus dem Hubbardmodell abgleitet hatten, kann man das
t − J Modell herleiten. Man eliminiert dazu mit Hilfe einer unitären Transformation diejenigen Terme
im Hamiltonoperator, die die Anzahl der doppelt besetzten Giterplätze verändern. Die Transformation ist
also die gleiche wie früher. Ist man nicht bei halber Füllung, so treten neben dem Heisenbergterm wei-
tere Terme im Hamiltonoperator auf. Der wesentliche Term ist der kinetische Term im Hubbardmodell,
der abseits von halber Füllung zu dem kinetischen Term imt− J Modell führt. Andere Terme sind von
der GößenordnungJ(1−n) wobein die Teilchendichte ist. Solange man nicht zu sehr dotiert, ist(1−n)
klein. Daher werden diese Terme vernachlässigt. Man kann dast−J Modell aber auch anders motivieren,
wir betrachten es hier als ein Modell an sich und nicht als Limes eines anderen Modells.
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Ein Effekt, den man für dast−J Modell erwartet, ist eine Schwächung oder Aufhebung der langreich-
weitigen Ordnung der Spins durch Dotierung. Es gibt eine Reihe von Methoden, mit denen das Modell
bisher studiert wurde. Das Modell ist in einer Dimension für einen bestimmten Wert vont/J exakt lösbar.
In höheren Dimensionen wurde schon sehr früh die Bewegung eines Lochs in einem antiferromagnetisch
geordneten Spinhintergrund untersucht. Wie sich das Modell bei endlicher Konzentration von Löchern
verhält, ist bis heute nicht richtig verstanden. Im Rahmen der in dieser Vorlesung vorgestellten Methoden
kann man das Modell behandeln, indem man wie für das Heisenbergmodell Hilfsfelder einführt. In dem
Modell gibt es drei Zustände pro Gitterplatz:|0〉x, der leere Gitterplatz,|+〉x und |−〉x, ein mit einem
Elektron mit Spinσ = ± besetzter Gitterplatz. Man kann die Spins durch fermionische Operatorenf †

x,σ
und fx,σ darstellen wie vorher, die Löcher durch Bosonenb†

x und bx. Ein ursprünglicher elektronischer
Operator wird dann durch

c†
x,σ = bx f †

x,σ, cx,σ = b†
x fx,σ

dargestellt. Es gilt die Nebenbedingung

b†
xbx +∑

σ
f †
x,σ fx,σ = 1

Der kinetische Anteil im Hamiltonoperator lautet

Ht = ∑
x,y,σ

tx,y f †
x,σ fy,σb†

ybx

Eine andere Möglichkeit besteht darin, die Spins durch bosonische Operatorenb†
x,σ undbx,σ darzustellen

und die Löcher durch fermionische Operatorena†
x undax. Dann gilt

c†
x,σ = a†

xbx,σ, cx,σ = a†
xbx,σ

a†
xax +∑

σ
b†

x,σbx,σ = 1

Ht = ∑
x,y,σ

tx,yb
†
x,σby,σa†

yax

Die Lochanregungen werden als Holonen, die Spinanregungen als Spinonen bezeichnet. Abseits halber
Füllung können die bosonischen Löcher kondensieren, was früher fälschlicherweise als Hoch-Tc Über-
gang interpretiert wurde. Tatsächlich ist dies ein Übergang, der lediglich durch die Darstellung auftritt
und physikalisch keine Bedeutung hat.

Das t − J Modell kann ählich wie das Heisenbergmodell feldtheoretisch behandelt werden, indem
man zunächst die Spin-Spin Wechselwirkung mit Hilfe einer Hubbard-Stratonovich Transformation ent-
koppelt und dann die Felderf †

x,σ und fx,σ oderb†
x,σ undbx,σ ausintegriert. Man erhält dann eine Wirkung,

die neben dem Hubbard-Stratonovich Hilfsfeld und einem Lagrangeparameterfeld noch die Lochfelder
enthält. Auch diese Theorie ist wieder lokal eichinvariant. Wie sich dies in mathematisch sauberer Weise
durchführen läßt, wurde von J. Fröhlich und P. Marchetti (Phys. Rev.B46, 6535 (1992)) gezeigt. Die
resultierende Feldtheorie ist aber noch nicht systematisch untersucht worden. Untersucht man, welchen
Einfluß die Löcher auf die für das Heisenbergmodell diskutierten Zustände haben, so stellt sich heraus,
daß der Flußphasenzustand durch Löcher stabilisiert wird. Auf dem Quadratgitter ist der optimale Fluß
ist dannπn, wobein die Elektronendichte ist.


