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16 Elektromagnetische Wellen im Vakuum und in homogenen
isotropen Isolatoren

16.a Wellengleichung

Wir betrachten elektromagnetische Wellen in einem homogenen isotropen Isolator einschlielich dem Vakuum.
Das heifit, wir verlangen, dass die Dielektrizitdtskonstante e und die Permeabilitdt u orts- und zeitunabhéngig
sind. Wir verlangen weiterhin, dass keine freien Stréme und Ladungen auftreten pr = 0, j; = 0. Das Material
ist also ein Isolator. Damit lauten dann die vier MaxweLL-Gleichungen, ausgedriickt durch E und H mit Hilfe
vonD = eE und B = uH

divE =0, divH =0, (16.1)
rotH = <E,  rotE = —£A. (16.2)
c c

Daraus folgt

rot rotH = < rotE = —%H (16.3)
c c
Mit

rot rotH =V x (VxH) =-aH+ V(V-H) (16.4)

folgt unter Beriicksichtigung von (16.1) fiir H und analog fiir E

AH = ;H (16.5)
1 .
Cc

¢ = . (16.7)
Veu

Die Gleichungen (16.5) und (16.6) heilen Wellengleichungen.

16.b Ebene Wellen

Wir suchen nun partikuldre Losungen der Wellengleichungen und beginnen mit Losungen, die nur von zund t
abhédngen, E = E(z t), H = H(z t). Fir die zKomponenten folgt dann

0E;

: E
(rotH), = 0 = EEZ N % - 0. (16.9)

In der z-Richtung ist mit diesem Ansatz also nur ein statisches homogenes Feld, das heif3t ein konstantes Feld
E, moglich. Entsprechendes gilt auch fur H,. Wir sehen hieraus bereits, dass elektromagnetische Wellen
Transversal-Wellen sind.
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60 F Elektromagnetische Wellen

Fir die x- und die y-Komponenten folgt
. . 1
(Vx H)x= ZEx = ~VaHy = SEx > ~Vi(VaHy) = S(VeEy) (16.10)
: : 1 .
(VXE)y = ~EHy = ViE = ~LHy o Vi(VeEy = - S (V). (16.11)

Ey ist mit Hy verkniipft, analog Ey mit —Hy. Wir kdnnen die beiden Gleichungen (16.10) und (16.11) zusam-
menfassen zu

0 0
i (VeExx ViaHy) = 7C o (VeEy + VaHy). (16.12)
Die Losung dieser Gleichung und der entsprechenden fiir Ey mit —H, ist
VeEx £ vuHy = 2f.(zF C't), (16.13)
VeE, ¥ VuHy = 2g.(zF C't), (16.14)

mit beliebigen (differenzierbaren) Funktionen f. und g., woraus dann

VeEx = f.(z-ct)+ f (z+C) (16.15)
VuHy = f.(z-ct)-f_(z+c't) (16.16)
VeE, = g.i(z-ct)+g-(z+CH) (16.17)
VuHx = -g.(z-ct)+9-(z+C't) (16.18)

folgt. Es handelt sich also um die Uberlagerung von Wellen beliebiger Form, die nach oben (f., g.) und nach
unten (f_, g_) mit der Geschwindigkeit ¢’ laufen. ¢’ = c/+/eu ist also die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
elektromagnetischen Wellen (des Lichtes) in dem jeweiligen Medium. Insbesondere finden wir, dass c die
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ist.

Wir berechnen noch die Energiedichte

_ 1l e n_ Lo o o o
u= 8n(€E + uH%) = 4n(f+ +0: + f2+4g9) (16.19)

und die Energiestromdichte in Form des Poy~ting-Vektors

c
4n

wobei wir ein homogenes Feld in z-Richtung nicht beriicksichtigt haben. Durch Vergleich der Ausdriicke
fiur u und S jeweils nur fiir die nach oben oder unten laufenden Anteile sieht man, dass die Energie mit der
Geschwindigkeit der Welle +c’e; transportiert wird, da S = +c’e,u. Wir bemerken noch, dass die Welle, fiir die
Ey = O und Hy = 0, das heilt g. = 0, linear polarisiert in x-Richtung heif3t. Fiir die Angabe der Polarisation-
srichtung ist immer die Richtung des Vektors E maBgeblich.

S= ExH:%(ff+gf—f_2—gE), (16.20)
JT

16.c  Uberlagerung ebener periodischer Wellen

Allgemein kann man die elektrische Feldstérke als Fourier-Integral ansetzen
E(r,t) = f d3kdwEo(k, w)e'® =, (16.21)
analog fiir H. Damit driicken wir die Felder als Uberlagerung ebener periodischer Wellen aus.

16.c.a Einschub Uber Fourier-Reihen und Integrale

Die Fourier-Reihe einer Funktion mit Periode L, f(x+ L) = f(x), lautet

f(x) =¢ Z fe2mim/L (16.22)
N=—oc0
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f, sind die Fourier-Koeftizienten von f. Die Darstellung ist moglich fur quadrat-integrable Funktionen, mit
einer endlichen Anzahl von Unstetigkeits-Stellen. € ist eine geeignete Konstante. Die Riicktransformation, das
heif3t die Berechnung der Fourier-Koeffizienten gewinnt man aus

L/2 i
dxe~ 2L f(x) = ELf,, (16.23)
-L/2
wie man durch Einsetzen in (16.22) und Vertauschen von Summation und Integration leicht sehen kann. Die
Fourier-Transformation furr eine von —co bis +co definierte nicht notwendig periodische Funktion f(x) gewinnt
man, indem man den Grenziibergang L — oo durchfiihrt und

2 2
k= 0 £ fo(k), &=Ak= T (16.24)
L L
definiert. Dann geht ndmlich (16.22) in
f(x) = ZAkfo(k)eikx - f dkfo(k)e™ (16.25)
Uber und die Riick-Transformation (16.23) in
f dxf (x)e ™ = 2mf(K). (16.26)
Damit kdnnen wir zum Beispiel die Riicktransformation von (16.21) zu
1 3 —i(k-r—wt
Eo(k, w) = o f drdte 'k TOE(r, 1) (16.27)

angeben.

16.c.8 Zurick zu den MaxweLL-Gleichungen

Die Darstellung durch die Fourier-Transformierte hat den Vorteil, dass die Gleichungen einfacher werden.
Durch Anwendung der Operationen V und 9/t auf die Exponentialfunktion

velkr-ot) _ ikei(k'rf‘”t), %ei(k-r—wt) = —jelkr-ot) (16.28)

in den MaxweLL-Gleichungen folgt fur die Fourier-Komponenten

V-E=0 — ik-Eo(k,w)=0 (16.29)
V-H=0 — ik-Ho(k w)=0 (16.30)
VxH = EE ik x Ho(k, w) = —iEwEo(k, w) (16.31)
VXE = —’—éH - ik x Eo(k, w) = i%wHo(k, w). (16.32)

Der Vorteil dieser Darstellung besteht darin, dafl immer nur Fourier-Komponenten mit gleichem k und w
miteinander verknipft sind. Fir k = 0 folgt w = 0, wobei Eg, Ho beliebig sein kdnnen. Dies sind die statischen
homogenen Felder. Fiir k # 0 folgt aus (16.29) und (16.30), dass

Eo(k,w) L k, Ho(k,w) L k. (16.33)
Aus den beiden anderen Gleichungen (16.31) und (16.32) folgt
k x (K x Eo(k, w)) = '%wk x Ho(k, w) = —Z—‘;szo(k, w). (16.34)

Daraus folgt
k(k - Eo(K, w)) — K2Eq(k, w) = —észo(k, w), (16.35)
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analog fir Ho. Wegen (16.29) verschwindet der erste Term auf der linken Seite von (16.35). Es gibt also
nicht verschwindende Lésungen, wenn die Beziehung w = +c’k erfillt ist. Dies ist die Dispersionsrelation fir
elektromagnetische Wellen, das hei3t der Zusammenhang zwischen Frequenz und Wellenvektor fiir elektromag-
netische Wellen. Unter Beriicksichtigung dieser Bedingung kdnnen wir schreiben

Eo(k, w) = %5((0 — CK)Ey(K) + %5((0 + CK)Ex(K). (16.36)

und damit L )
E(r,t) = f d3k(§El(k)ei<k'f°’k0+ EEz(k)ei(k'”dko). (16.37)

Da die elektrische Feldstarke reell sein muss, muss sie mit ihrem Konjugiert-komplexen tibereinstimmen
* 3 1 * —i(k-r—c’kt) 1 * —i(k-r+c’kt)
E*(r,t) = d°k §E1(k)e + §E2(k)e
1 i , 1 i ,
= f d3k(§Ej(—k)e'(k'”° K 4 EEZ(—k)e'(k"’c k‘>). (16.38)

Durch Koeffizienten-Vergleich folgt
E>(k) = E1(—k). (16.39)

Damit haben wir dann

1 itor—cky . 1 iorec
E(r.1) f dsk(EEl(k)e'("'r‘c 9+ SEi (ke "0)

fdsk(%El(k)ei(kwc’kt) + %Ei(k)ei(k'rc/kt))

= R f GKE (K)eltr e H0) (16.40)
Fiir Hp folgt dann aus (16.32)
c € . K oK
Ho(k, w) = —Kk x Eo(K, @) = [~ [6(w — ¢K)= x E1(K) — 6(w + C'K) = x E2(K) (16.41)
Uw u 2k 2k
und damit fur H .
H(r.1) = R( f d®k \ﬁ = X Eq(K)e'T=eW), (16.42)
uk

Tragt nur eine Fourier-Komponente bei, E;(k) = 63(k — ko)E1o (Idealisierung), so spricht man von einer
monochromatischen Welle,

E(r,t) = R(Epee'kor=Ckd)y (16.43)
H(r,t) = \/E%(%xa,oei(ko*-c%‘)). (16.44)

Von linear polarisierten Wellen (Licht) spricht man, wenn E;1o = e1E; o mit einem reellen Einheitsvektor ey,
von zirkular polarisierten, wenn E1o = (e1 ¥ ie2)Eqo/ V2 mit reellen Einheitsvektoren e; und e,, wobei ey,
e, und Ko eine orthogonale Rechtsbasis bilden. Fir das obere Vorzeichen ist die Welle rechts-, fur das untere
links-polarisiert.

16.c.y Zeitmittelwerte und Zeitintegrale

Die Energiedichte und der Poynting-Vektor sind Grofen, die bilinear in den Feldern sind. Hat man etwa
monochromatische Wellen, wie in (16.43) und (16.44), so oszillieren diese GréRen. Man ist aber oft am Mittel-
wert dieser Grofen interessiert. Haben wir also zwei Grofien

a=R(ae™), b= R(boe™), (16.45)
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SO ist
ab = %aoboe’zm + %(aob;g + a3bo) + %a;gbgeﬂw‘. (16.46)

Der erste und der letzte Term oszillieren (wir nehmen w # 0 an). Sie heben sich im Zeitmittel weg, so dass im
Zeitmittel bleibt

— 1 1
ab = Z(aobé +agho) = E‘R(a(*)bo)- (16.47)

Man beachte, dass ap und by im allgemeinen komplex sind, und das Zeitmittel wesentlich von der relativen
Phase beider GroRen und nicht nur von den Betrdgen |ag| und |bo| abhéngt.
Sind a und b durch Fourier-Integrale gegeben,

a(t) = R( f dwag(w)e ™) (16.48)

und analog fiir b(t), so werden héufig die Zeitintegrale tber diese Groflen und deren Produkte endlich sein.
Hierzu mussen wir das Zeitintegral f_‘z dte-'t bestimmen. Dieses Integral ist nicht wohl definiert. Tatséchlich
soll es aber mit einer in w stetigen Funktion multipliziert werden, so dass es auch genugt, herauszubekommen,
wie sich das Zeit-Integral Uber dieses Frequenz-Integral verhdlt. Hierzu gehen wir auf die Notation unseres
Einschubs mit x und k zuriick und stellen fest, dass

L/2 )
dxe= 2L = | 5g ), (16.49)
-L/2
also
n, L/2 )
dxe 20/t — | (16.50)
n=n.v-L/2

falls n_ < 0 und n, > 0 sind, sonst verschwindet die Summe. Jetzt fihren wir wieder den Limes L — oo durch
und erhalten

K, L/2 _ K, oo _
Z Akf dxe ™ = AKL — dk dxe ™ = 2n, (16.51)
c -L/2 k. —co

falls k_ negativ und k, positiv sind, sonst ist es Null. Daraus folgt
f dxe ™ = 275(K). (16.52)

Mit diesem Ergebnis finden wir

T

f ) dta(tb(t) = 5 f ) do(a0(w) + a(—w)) (bo(-w) + b(w)). (16.53)

Treten nur positive Frequenzen w unter dem Integral auf, so erhdlt man

I ) dta(t)b(t) = g fo ) dow(ao(w)bh(w) + aj(w)bo(w)) = TR fo ) dwag(w)bo(w)). (16.54)
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17 Elektromagnetische Wellen in homogenen Leitern

17.a Transversal-Schwingungen bei niedrigen Frequenzen

Wir untersuchen Transversal-Schwingungen in einem homogenen Leiter. Dabei setzen wir 4 = 1. Aus

ji = oE (17.1)
folgt
(OtB — Lek = . (17.2)
c c
Bei periodischen Feldern der Kreisfrequenz w,
E = Eg(r)e™!, B =Bg(r)e™, (17.3)
entsprechend auch fiir p; und js, folgt dann
i 4
rot B + (I%e - %Eo-)Eo 0. (17.4)
Dies konnen wir auch schreiben
(0tBo + L e(w)Bo = 0, e(w) = e — 2. (17.5)
c iw
Aus der Kontinuitétsgleichung
o+ divjr=0 (17.6)
folgt
—iwpro+ divjio=0 (17.7)
und damit 4 4
divDo = 4710 = - divjro = — divEo. (17.8)
lw lw
Damit gilt
e(w)divEg =0 (17.9)

wegen divDg = ediv Eg. Wir kdnnen daher unsere bisherigen Ergebnisse von Isolatoren auf Leiter tibertragen,
indem wir e durch e(w) ersetzen. So finden wir

2

w
K2 = e(w)?. (17.10)
Da e(w) komplex ist, ist fir reelles w der Wellenvektor k komplex. Wir setzen
Ve(@) =n+ik, k= %(n +iK) (17.12)
und erhalten mit
eikZ — eiwnz/c—wkz/c (1712)
eine geddmpfte Welle. Fir die Felder ergibt sich dann
E = %(Eoeiw(nz/c_t))e_wkz/c, (1713)
B = R(Ve(w)e, x EgeCcV)g-wrz/c, (17.14)

Die Amplitude féllt auf der Strecke d = < auf 1/e ab (Eindringtiefe). Fir kleine Frequenzen kann man approx-

imieren
Ano . [2n0 [ 270 c
1’6(1) ~ —_ = 1+| _—, N=«k= _—, d: . 1715
(@) lw ( ) w w V2row ( )

Fir Kupfer hat man o = 5.8 - 107 s72, fiir w = 27 - 50 s~* folgt d = 9 mm. Man spricht vom Skin-Effekt. Der
Wechselstrom féllt im Leiter nach innen exponentiell ab, wobei der Abfall fiir hthere Frequenzen rapider ist.
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17.b  Transversal-Schwingungen bei hohen Frequenzen

Tatséchlich hdngen e und o von w ab. Wir wollen das Frequenz-Verhalten der Leitfahigkeit modellméRig
betrachten und gehen von der Bewegungsgleichung eines Ladungstrdgers (zum Beispiel eines Elektrons im
Metall) aus,

Mo = e — O, (17.16)
T

wobei mg und ey Masse und Ladung des Ladungstrégers seien. Der letzte Term ist ein Reibungsterm, der die
StoRe mit anderen Teilchen pauschal beschreibt. Dabei ist v die Relaxationszeit, die angibt, wie rasch die
Bewegung ohne elektrisches Feld abklingt. Mit ji = pfr = ngepr, wobei ng die Dichte der freibeweglichen
Ladungstréager ist, folgt dann

Mo Jjs Mo .
— = =gE- . 17.17
Np&y ot ® noreoJf ( )
Im stationdren Fall dj;/dt = 0 folgt die statische Leitfahigkeit oo = n‘;;e‘z’, so dass wir
dj .
— =o0oE - 17.1
T = 00E i (17.18)

schreiben kénnen. Mit der Zeitabhingigkeit o« =7 folgt dann

(1 - iu)T)jf,o = O'oEo, (1719)
was aufgeldst wird zu
jto = o(w)Eo (17.20)
ow) = —22 (17.21)
1-iwr
4J'IZO'0
= €—+——. 17.22
€(w) ¢ iw(l - iwT) ( )
Fir hohe Frequenzen, wt > 1 folgt daraus
4o 4nnoe(2) (/.)|23
e(w) =€- 2 S o2 = E(l - E) (17.23)
mit der Plasmafrequenz
47nge?
wp = — 0 (17.24)
€My

Fir w < wp erhélt man ein negatives e(w), das heift

n=0, x=\|e(—5-1) (17.25)

mit einem exponentiellen Abfall der Welle. Firr w > wp dagegen wird e positiv,

2

n=[e(1- %) k=0. (17.26)

Fiir diese hohen Frequenzen ist der Leiter durchsichtig. Fiir Kupfer hat man 1/ = 3.7- 103571, ¢ = 5.8 - 107
s~ und wp = 1.6 - 10® s~2. Fiir sichtbares Licht hat man den Frequenz-Bereich w = 2.4..5.2 - 10% 571, so dass
Kupfer im sichtbaren Bereich undurchsichtig ist. In Elektrolyten ist jedoch die Ladungstrégerdichte niedriger,
die Masse der Ladungstrdger hoher, so dass die Plasmafrequenz niedriger ist. Daher sind Elektrolyte in der
Regel durchsichtig.
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17.c Longitudinale = Plasma-Schwingungen

Fir w = wp ist e(w) = 0. Dann erlaubt (17.9) longitudinale elektrische Wellen
E = Ege,e ez ) B =0. (17.27)

Diese gehen mit longitudinalen Schwingungen der Ladungstrdger einher, die man erhélt, wenn man den Rei-
bungsterm in (17.17) vernachlassigt.
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18 Reflexion und Brechung an einer ebenen Grenzflacthe

18.a Problemstellung und Ausbreitungsrichtung

Wir betrachten eine einlaufende ebene Welle « eike™¢% fijr x < 0,

ke = (K, 0,ky), die auf die Grenzflache x = 0 auftrifft. Fiir x < 0 habe € Hy & H,
man die Dielektrizitatskonstante e; und die Permeabilitét uq, fir x > 0 Z
hab_e man e, und up. An der Grenzflache x = 0 variiert die Welle wie
o ¢!zl Fir die reflektierte und die gebrochene Welle hat man das r d
gleiche Verhalten an der Grenzflache, das heift sie stimmen alle in k,
ky und w Uberein und unterscheiden sich nur in ky. Aus al\ as X
ag
uiw? NPw?
kl2 = "ng = IC—Z’ ni = '\/El_M (181) e
folgt
n2w?
K=k +Kk?= 2—2 k= (-K,0,k) (18.2)
n2w?
ks =k +K"? = 2—2 kg = (K, 0, ky). (18.3)

Dabei sind ny» die Brechzahlen der beiden Medien. Die x-Komponente des Wellenvektors der reflektierten
Welle k; ist gerade das Negative der einlaufenden Welle. Daher stimmt der Einfallswinkel a1 mit dem Reflex-
ionswinkel Uberein. Falls k reell ist, muss man k” > 0 wahlen, damit die Welle auslauft und nicht einlduft.
Falls k” imagindr ist, muss man 3k’ > 0 wéhlen, damit die Welle im Material 2 exponentiell abklingt und nicht
anwdchst. Fir reelles k” hat man

kz = k]_ sin (A= kz sin 2. (184)
Daraus folgt mit (18.1) das SnerLiussche Brechungsgesetz
nysinay = Nesin . (18.5)
Falls sich sin az > 1 ergibt, entspricht das einem imagindren k. Wir bemerken schlieRlich noch
k' kycos tan
- oo (18.6)

k” ~ kocosar tanai’

18.b Grenzbedingungen, Amplituden

Wir missen nun zwei Polarisationen unterscheiden. Diese werden auf die Einfallsebene bezogen. Diese ist die
von der Richtung des einfallenden Strahls und von der Normalen auf die Grenzflache aufgespannte Ebene (in
unseren Koordinaten die x-z-Ebene). Die Polarisation 1 liegt senkrecht zur Einfallsebene, das heif’t E ist in
y-Richtung polarisiert. Die Polarisation 2 liegt in der Einfallsebene, H liegt in y-Richtung. Man erhélt dann
folgende Polarisationen und Stetigkeitsbedingungen

Polarisation 1
1 Einfallsebene
in Einfallsebene

Polarisation 2
in Einfallsebene
L Einfallsebene

El,y = E2,y

Hl,z = H2,z
HiH1x = uoHox

El,z = EZ,z
€1E1x = B
Hiy = Hay

(18.7)
(18.8)
(18.9)
(18.10)
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Fir die Polarisation 1 hat man daher fiir die elektrische Feldstarke

ik'x —-ik'x
_ ailkz—ot)y (Eeel +‘ E.e ) Xx<0
E(r,t)=¢e ey { Eelx x>0 (18.11)
anzusetzen. Aus den MaxweLL-Gleichungen erhélt man daraus die magnetische Feldstérke
oo
ot = -FA="%h, (18.12)
c c
c c 0Ey ck,
H, = So(rotE), =_°%%y_ _ ¢ 18.13
HPx Iw(ro )x iw 0z w ( )
C By _ iprwnC [ (B~ Ee) x<0
A v K E k' x> 0. (18.14)

Die Randbedingungen ergeben sich aus der Stetigkeit von Ey, die mit der Stetigkeit von xHy identisch ist, und
aus der Stetigkeit von H,

k/ k//
Ee+E =By, —(Ee-E)=—Eq, (18.15)
H1 H2
woraus die Amplituden
/JZk, —/J]_k” 2/12'(’
- , = Ter 18.16
r /12k’ +,Ulk" e d quk, +,U1k” € ( )
folgen.
\on der Polarisation 1 gelangt man zur Polarisation 2 durch die Transformation
E—-H H-o-E eou (18.17)
Daher erhdlt man fur die Amplituden
K — ek’ 26k
Ho= 209, Hy= ——2_H, (18.18)

e e
ek + e k” ek + ek”

18.c Diskussion fUr uy = up

Wir diskutieren nun die Ergebnisse fiir u; = u», da fir viele Materialien die Permeabilitat praktisch gleich 1 ist.

18.c.a Isolator, |sinay| < 1: Brechung

Wir bestimmen nun die Amplitude der reflektierten Welle aus der der einfallenden Welle. Der Reflexionskoe-
flizient R, das heif3t der Anteil der Strahlungsleistung, die reflektiert wird, ergibt sich zu

By

R=(g)’ - (E_;)Z’ (18.19)

da der zeitgemittelte Povynting-Vektor S = cE x H/(4mx) fur Vektoren E und H, die orthogonal auf einander
stehen, sich betragsméaRig zu

— C c c
Sl= —|E|- [H| = ——€E? = ——uH? 18.20
ISI 8nllll 8 8t ( )
ergibt. Fur die Polarisation 1 ergibt sich mit (18.6)
k' —k” tana, —tan ay sin(az — a1)
E = = E = — . 1821
"TK+k’ T tanaz+tanay © sin(az +ai1) ¢ ( )
Fur die Polarisation 2 folgt
_ gk -nfk’ - sineitanar —sinaeptanay | tan(er — ap) (18.22)

= e= — - e = e
n2k’ + n2k” sin? @y tan a, + sin? e tan ay tan(ay + a2)
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Man erkennt, dass bei der Polarisation 2 die Reflexion verschwindet, wenn a1 + a» = 90°, woraus dann wegen
sinaz = cosay und (18.5) tanay = ny/ny folgt. Dies ist der Brewstersche Winkel.  Bei Einfall von Licht
unter diesem Winkel wird nur Licht der Polarisation 1 reflektiert. Dies kann zur Erzeugung linear polarisierten
Lichtes verwendet werden. Im Limes « gegen Null, das heif3t bei senkrechtem Auffall des Lichtes ergibt sich
fuir beide Polarisationen (die in diesem Limes nicht mehr zu unterscheiden sind)

-

Rz(n2+n1

). a=0 (18.23)

18.c.8 Isolator, |sinay| > 1: Totalreflexion

In diesem Fall ist k” imagindr. Die Welle dringt nur noch exponentiell abklingend in das zweite Material ein.
Jeweils den ersten Ausdriicken in (18.21) und (18.22) entnimmt man, da der Z&hler des Bruchs das konjugiert
Komplexe des Nenners ist, dass

|Eil = |Eel, [Hi=[Hel. R=1, (18-24)

Man hat also Totalreflexion.

18.c.y Metallische Reflexion, @ =0

Im Falle der metallischen Reflexion setzen wir n; = 1 (Vakuum oder Luft) und n; = n + ik (17.11). Dann folgt
fir den Reflexionskoeffizient fir & = 0 aus (18.23)

2 2 2
(n-1)+« 4n
= Zl—— . 12
(n+1)? +«? (n+1)? +«? (18.25)

Fir we < 2mo folgt dann aus (17.5) und (17.15)

_'n+i/<—1
T ln+ik+1

2 2 2
Nnekr |22, Rel-Sxl- 4|22 (18.26)
w n o

ein Ergebnis, das nach Hagen und Rusens benannt ist.

18.c.6 Oberfl achenwellen am Leiter

Wir wollen nun noch Wellen betrachten, die sich an der Grenzflache von Leiter und Vakuum entlang bewegen.
Wir setzen also e; = 1 und e; = €(w) aus (17.5). Wir bendtigen dann auf jeder Seite der Grenzflache genau eine
Welle. Das erreichen wir, wenn wir die Lésung aufsuchen, bei der keine Welle reflektiert wird. Das heif3t, wir
nehmen formal die Welle mit Polarisation 2, bei der H; in (18.18) verschwindet, also

e(w)k’ =K’ (18.27)
gilt. Zusammen mit (18.2) und (18.3)
2 2
2 12 w 2 "2 _ E(w)(‘)
ki + k<= @ ki +K’“ = o (18.28)
findet man die Ldsung
w €(w) k;
i K = K’ = ve(w)ks. 18.2
Z c 1 + E((,())’ W’ E(UJ) V4 ( 8 9)
Mit der N&herung (17.15) erhélt man fiir nicht zu groRRe Frequenzen
w iw
k, = E(l + %) (18.30)
(1 - i)w??
kK = ——— (18.31)
2cV2no
iy, ,1/2 4/
K = M. (18.32)

Fur kleine Frequenzen, w < o, ist daher der exponentielle Abfall in Ausbreitungsrichtung (k;) am langsamsten,
in das Vakuum hinein etwas schneller (k’) und im Metall am schnellsten (k).
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19 Hohlleiter

Es gibt verschiedene Arten von Wellenleitern. Diese kdnnen zum Beispiel aus zwei Leitern bestehen, die
entweder nebeneinander herlaufen (zwei Dréhte) oder koaxiale Leiter sind. Man kann aber auch elektromag-
netische Wellen in einem dielektrischen Wellenleiter (Lichtleiter) oder in einem Hohlleiter fihren.
In allen Féllen wollen wir davon ausgehen, dass Translationsinvarianz in z-Richtung besteht, so dass die Materi-
algroRen e, y und o nur Funktionen von x und y sind. Dann kann man die elektromagnetischen Felder ansetzen
zu

E = Ego(x, y)e'®e@ ) B = By(x,y)e'lz V. (19.1)

Es bleiben nun die Funktionen Eg, B und w(kz) zu bestimmen.

19.a Hohlleiter

Wir wollen das Programm flir einen Hohlleiter durchflihren, das heift fiir einen Metallzylinder (nicht notwendig
mit kreisformigem Querschnitt). Wir beginnen mit den Randbedingungen, wobei wir die metallische Oberflache
als idealen Leiter annehmen, - = co. Dann gilt an der Oberfldche

E =0, (19.2)

da eine tangentiale Komponente eine unendlich groRe Stromdichte an der Oberflache bewirken wiirde. Weiter
folgt aus rotE = —B/c

ikB, = (rotE), = (rotEy) - e, k= w/c, (19.3)
woraus
Bn=0 (19.4)
folgt.
Im Inneren des Hohlleiters gilt
1. . .
(rot E)y = _EBy - IkZEO,X - VXEO,Z = IkBo’y (195)
1. . .
(I'Ot B)X = EEX - VyBo’Z - IkZBo’y e —IkEo’X. (196)
Unter Verwendung von
K=k -k (19.7)
lassen sich die Transversalkomponenten durch die Longitudinalkomponenten ausdriicken
K2Eox = ik,VxEoz+ ikVyBo, (19.8)
k2Boy = ikVxEoz+ ik,VyBo,. (19.9)

Ahnliche Gleichungen gelten fiir Eoy und Box. Zur Bestimmung der Longitudinalkomponenten verwenden wir

die Wellengleichung
2

(a-= atz)(Eo,zei‘kZZ*”‘)) =0, (19.10)
Wworaus

(V5 + Vg +K)Eozxy) =0 (19.11)
und analog

(VZ+ V5 +K)Bodxy) =0 (19.12)

folgt. Man kann zeigen, dass damit fur k, # 0 auch die Ubrigen MaxweLL-Gleichungen erfllt sind. Es gilt
ndmlich

K2 div E=ik,

k2 (rotB - E/c),=ik
K2 div B=ik,

k2 (rotE + B/c),=—ik

} (V2 + V2 + K2)Eg e/t (19.13)

} (V2 + V2 +K2)Bg ek, (19.14)
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Es genlgt daher, die Wellengleichungen zu erfiillen. Wir bemerken weiter, dass Ep, und Bg, von einander
unabhéngig sind. Man unterscheidet dementsprechend TE-Moden (transversal elektrisch) mit Eo, = 0 und
TM-Moden (transversal magnetisch) mit Bp, = 0.

Wir kommen nun nochmals auf die Randbedingungen zuriick. Die Komponenten senkrecht zu der Ausbrei-
tungsrichtung z lassen sich

k2 (exEox +eyEoy) = ik.gradEq, —ike; x grad Bo, (19.15)
k2 (exBox + €yBoy) = ik,gradBo + ike, x grad Eq, (19.16)

schreiben. Fihren wir auf der Oberflache des Hohlleiters zu dem Normalenvektor e,, und dem Vektor e, noch
einen dritten Einheitsvektor e = e; x e, ein, dann wird die Tangentialebene an die Oberflache durch e, und
ec aufgespannt. e liegt dabei in der xy-Ebene. Da auch ey in der xy-Ebene liegt, kbnnen wir auf n- and
c-Komponenten transformieren

exEox +eyEoy = &c:Eoc + enEon. (19.17)

Damit lassen sich dann (19.15, 19.16) in der Form
ki (enEo,n + ecEO’C) = ikz(enanEo,z + ec6ch,Z) - ik(ecan BO,Z - en6cBo,Z), (19.18)
K2 (enBon + €cBoc) =  ikz(€n0nBoz + €c0cBoz) + ik(€cOnEoz — €ndcEo.z) (19.19)

schreiben. Auf der Oberflache muss gemdR (19.2, 19.4)

EO,Z = EO,c = BO,n =0 (19.20)

gelten. Aus (19.18, 19.19) folgt
K°Eoe = ik:0cEoz— ikdnBoz, (19.21)
K2Bon = ik:0nBoz + ikdcEoz. (19.22)

Da Ep; = 0 auf der Oberflache, gilt auch d.Eq, = 0 auf der Oberfliche. Offensichtlich hat man als zweite
Bedingung 9,Boz = 0.
Damit ist das folgende Eigenwert-Problem zu ldsen

TM-Mode: (V4 +V; +ki)Eo, =0, Eo =0 auf der Oberflache, (19.23)
TE-Mode: (V4 + Vi +k2)Boz =0, (gradBoz)n = 0auf der Oberflache . (19.24)

w=Cc/kK+K. (19.25)

TEM-Moden Wir haben den Fall k; = 0 bisher nicht diskutiert. Wir wollen dies nicht in allen Details tun.
Man kann zeigen, dass fiir diese Moden beide Longitudinal-Komponenten verschwinden, Eq, = By, = 0. Man
spricht daher von TEM-Moden. Fir diese folgt mit k, = £k aus (19.5) und analog durch eine Drehung von E
und B um 90° um die zAchse Egx — Eoy, Boy — —Box

Es folgt das Dispersionsgesetz

Boy = +Eox, Box = FEoy. (19.26)
Aus (rotE), = 0 folgt dann, dass man Eq durch den Gradienten eines Potentials darstellen kann
Eo = —grad @(x, y), (19.27)
das wegen div Eg = 0 die Potentialgleichung erfllt
(VZ+V9D(xy) = 0. (19.28)

Es ist also die homogene LapLace-Gleichung in zwei Dimensionen zu losen. Wegen Eo; = 0 muss auf der
Leiteroberfliche das Potential konstant sein. Daher erhdlt man eine nicht-triviale Ldsung nur in mehrfach
zusammenhéngenden Gebieten, also nicht im Innern eines kreisformigen oder rechteckigen Querschnitts, aber
auBerhalb, oder in Koaxialkabeln, oder im AufRenraum zweier Drahte.
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19.b Losung fur rechteckigen Querschnitt

Wir bestimmen die Wellen im Hohlleiter fiir einen rechteckigen Querschnitt mit Seitenlangen a und b. Fiir die
TM-Wellen machen wir den Produkt-Ansatz

Eoz(x.y) = f(X)a(y) (19.29)
Einsetzen in (19.11) gibt
f7g+ fg’ + K fg=0 (19.30)
oder o
9
-+ S = k2, (19.31)
woraus folgt, dass f”/f und g” /g konstant sind. Da Ep, am Rand verschwinden muss, folgt
B . NEX, . mmy > (NUm\2 M2
Eoz(%Y) = Eg sm(?)sm(T , ki= (?) + (T) , n=1m>1 (19.32)

Fur die TE-Welle erhdlt man mit dem entsprechendenen Ansatz

BoAxY) = f(X)9(y) (19.33)
und der Randbedingung ( grad Bo ) = 0 die Losungen

nr

a)2+(@)2, n>0, m>0, n+m>1  (19.34)

(49194 mre
Bo(%y) = Bo cos(?)cos(Ty , k= ( .

19.c Wellenpakete

Vielfach hat man es nicht mit monochromatischen Wellen, sondern mit Wellenpaketen zu tun, die aus
Fourierkomponenten mit k; ~ ko bestehen

E = Eo(x Y) f dlky fo(k)ei -, (19.35)

wobei fo(kz) bei k; = kzo ein Maximum hat und fir andere k,-Werte rasch abféllt. Dann entwickeln wir w(ky)
um kLO

w(kz) = w(kLO) + Vgr(kz - I(Z,O) + ... (19.36)
_ dw(k;)
Vgr = e b, (19.37)

In linearer N&herung dieser Entwicklung folgt dann
E = Eo(x, y)e'®ozeledd f(z vy t),  f(z—vgt) = f dk, fo(ky)e'te ko) EVart) (19.38)

Der Vorfaktor enthélt die Phase ¢ = k,0z — w(kz0)t. Das Paket oszilliert also mit der Phasengeschwindigkeit

= 2] - el
=Bt keo

(19.39)

Die Ortsabhéngigkeit der Amplitude steckt dagegen in der Funktion f(z — vgt). Das Wellenpaket bewegt sich
also mit der Gruppengeschwindigkeit (auch Signalgeschwindigkeit) vy, (19.37).

Fur die Wellen des Hohlleiters finden wir aus (19.25)
JKE+ K,

Voh = O, (19.40)
z,0

k
Vg = c——=2— (19.41)

e +i&,
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Die Phasengeschwindigkeit ist gréRer als die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c, die Gruppen- oder Signalge-
schwindigkeit aber kleiner als die Lichtgeschwindigkeit. Geht man in der Entwicklung (19.36) tiber den linearen
Term hinaus, so findet man, dass die Wellenpakete auseinanderflieRen.

Aufgabe Bestimme w(k) fiir Transversal-Schwingungen in einem Leiter oberhalb der Plasmafrequenz (Ab-
schnitt 17.b) fir e = 1 und die daraus resultierende Phasen- und Gruppengeschwindigkeit.
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