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A Grundgleichungen
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Vorbemerkungen
Ich gehe davon aus, dass der Student bereits etwas mit der klassischen Elektrodynamik aus einer einführenden
Vorlesung vertraut ist. Daher setze ich die vollständigen Gleichungen an den Anfang und führe von diesen
ausgehend die jeweiligen Spezialisierungen ein.
In dieser Ausarbeitung verwende ich das Gßsche Maßsystem und nicht das SI-System. Der Zusammenhang
und die Motivation wird im nächsten Abschnitt und in Anhang A angegeben.
Im Anhang B sind Formeln zur Vektoralgebra und Vektoranalysis angegeben. Der Leser /Die Leserin sei je-
doch gewarnt, dass er/sie an einigen Stellen (B.11, B.15, B.34-B.50 und Aufgabe nach B.71) die Ergebnisse
selbst einzutragen hat. Er/Sie ist also aufgefordert, die Rechnungen selbst durchzuführen oder zumindest die
Ergebnisse, die in dem Skriptum erarbeitet werden, dort einzutragen.

1 Grundgleichungen der Elektrodynamik

Die Elektrodynamik befasst sich mit elektrischen und magnetischen Feldern, ihrer Erzeugung durch Ladungen
und Ströme, ihrer Ausbreitung (elektromagnetische Wellen), ihrer Rückwirkung auf die Materie (Kräfte).

1.a Ladungen und Ströme

1.a.α Ladungsdichte

Die Ladungsdichte ρ(r) ist die Ladung ∆q pro Volumenelement ∆V

ρ(r) = lim
∆V→0

∆q
∆V
=

dq
dV

. (1.1)

Damit ergibt sich die Ladung q im Volumen V zu

q =
∫

V
d3rρ(r). (1.2)

Besteht die Ladungsverteilung aus Punktladungen qi an den Orten ri, so ist die Ladungsdichte durch die Summe

ρ(r) =
∑

i

qiδ
3(ri − r), (1.3)

gegeben, wobei die Dsche Delta-Funktion (eigentlich Delta-Distribution) die Eigenschaft

∫

V
d3r f (r)δ3(r − r0) =

{

f (r0) falls r0 ∈ V
0 falls r0 < V

(1.4)

hat.
Ähnlich definiert man die Flächenladungsdichteσ(r) an Grenz- oder Oberflächen als Ladung pro Fläche

σ(r) =
dq
d f
, (1.5)

ähnlich auch die Linienladungsdichte.
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1.a.β Strom und Stromdichte

Der Strom I ist die Ladung dq, die pro Zeiteinheit dt durch eine Fläche F fließt,

I =
dq
dt
. (1.6)

Es sei nun v(r, t) die mittlere Geschwindigkeit der Ladungsträger, n die (auf
die Länge 1 normierte) Flächennormale. Dann ist vdt der Weg, den die Ladun-
gen in der Zeit dt zurücklegen. Multipliziert mit n ergibt sich die Schicht-
dicke v · ndt, die die in der Zeit dt durch die Fläche geflossenen Ladungen
bilden.Multipliziert mit dem Flächenelement d f ergibt sich das Volumen der
Ladung, die durch d f geflossen ist. Weitere Multiplikation mit der Ladungs-
dichte ρ ergibt die Ladung dq, die in der Zeit dt durch die Fläche d f tritt

n

v

dq =

∫

F
vdt · nd fρ (1.7)

I = dq/dt =
∫

F
v(r, t)ρ(r, t) · n(r)d f =

∫

F
j(r, t) · df (1.8)

mit der Stromdichte j = ρv und dem gerichteten Flächenelement df = nd f .

1.a.γ Ladungserhaltung und Kontinuitätsgleichung

Die Ladung q in einem festen Volumen V

q(t) =
∫

V
d3rρ(r, t) (1.9)

ändert sich pro Zeiteinheit um
dq(t)

dt
=

∫

V
d3r

∂ρ(r, t)
∂t

. (1.10)

Da die Ladung erhalten ist, kann sie sich nur durch einen Strom durch die Oberfläche ∂V des Volumens ändern.
Wir bezeichnen mit I den nach außen fließenden Strom. Dann ist

dq(t)
dt
= −I(t) = −

∫

∂V
j(r, t) · df = −

∫

V
d3r div j(r, t), (1.11)

wobei wir vom Gßschen Satz (B.59) Gebrauch machten. Da die Beziehungen (1.10) und (1.11) für jedes
Volumen und auch jedes Volumenelement gilt, folgt die Gleichheit der Integranden in den beiden Volumeninte-
gralen

∂ρ(r, t)
∂t

+ div j(r, t) = 0. (1.12)

Diese Gleichung bezeichnet man als Kontinuitätsgleichung. Sie drückt in differentieller Form die Erhaltung der
Ladung aus.

1.b M-Gleichungen

Die elektrischen Ladungen und Ströme erzeugen das elektrische Feld E(r, t) und die magnetische Induktion
B(r, t). Diese Beziehung wird durch die vier M-Gleichungen beschrieben

rot B(r, t) − ∂E(r, t)
c∂t

=
4π
c

j(r, t) (1.13)

div E(r, t) = 4πρ(r, t) (1.14)

rot E(r, t) +
∂B(r, t)

c∂t
= 0 (1.15)

div B(r, t) = 0. (1.16)
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Diese M-Gleichungen werden bisweilen als M-Gleichungen im Vakuum bezeichnet. Sie gelten
jedoch auch in Materie. Die Ladungsdichte und die Stromdichte enthalten alle Beiträge, also freibewegliche
und Polarisations-Ladungsdichten und freibewegliche, Polarisations- und Magnetisierungs-stromdichten.
Vielfach verlangt man als Randbedingung noch, dass das elektrische und das magnetische Feld im Unendlichen
verschwinden.

1.c C- und L-Kraft

Das elektrische Feld E und die magnetische Induktion B üben auf eine Ladung q am Ort r, die sich mit der
Geschwindigkeit v bewegt, die Kraft

K = qE(r) + q
v
c
× B(r) (1.17)

aus.
Dabei sind E und B die Beiträge, die nicht von q selbst herrühren. Die von q selbst erzeugten Felder bewirken
die Reaktionskraft, die wir jedoch im Weiteren nicht betrachten.
Der erste Beitrag in (1.17) ist die C-Kraft, der zweite die L-Kraft. Dabei ist c= 299 792 458
m/s. Wir werden später sehen, dass diese Konstante die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist. (Man hat sie zu
obigem Wert definiert und damit den Umrechnungsfaktor zwischen Zeit und Länge festgelegt.) Die Kraft, die
auf ein kleines Volumen ∆V wirkt, lässt sich schreiben als

∆K = k(r)∆V (1.18)

k(r) = ρ(r)E(r) +
1
c

j(r) × B(r). (1.19)

Man bezeichnet k als die Kraftdichte. Die auf das Volumen V wirkende elektromagnetische Kraft ergibt sich
dann zu

K =
∫

V
d3rk(r). (1.20)
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2 Dimensionen und Einheiten

2.a Gßsches Maßsystem

In dieser Vorlesung verwenden wir das Gßsche Maßsystem. Wir betrachten nun die Dimensionen der auftre-
tenden Größen. Aus der Kontinuitätsgleichung (1.12) und den Mgleichungen (1.13) bis (1.16) folgt

[ρ]/[t] = [ j]/[x] (2.1)

[B]/[x] = [E]/([c][t]) = [ j]/[c] (2.2)

[E]/[x] = [B]/([c][t]) = [ρ]. (2.3)

Daraus folgt

[ j] = [ρ][x]/[t] (2.4)

[E] = [ρ][x] (2.5)

[B] = [ρ][c][t] = [ρ][x]2/([c][t]), (2.6)

sowie

[c] = [x]/[t] (2.7)

[B] = [ρ][x]. (2.8)

Daraus sieht man, dass c tatsächlich die Dimension einer Geschwindigkeit hat. Um die weiteren Größen in ihrer
Dimension festzulegen, müssen wir noch den Ausdruck (1.19) für die Kraftdichte k verwenden

[k] = [ρ][E] = [ρ]2[x]. (2.9)

Daraus folgt dann

[ρ]2 = [k]/[x] = dyn cm−4 (2.10)

[ρ] = dyn1/2 cm−2 (2.11)

[E] = [B] = dyn1/2 cm−1 (2.12)

[ j] = dyn1/2 cm−1 s−1 (2.13)

[q] = [ρ][x]3 = dyn1/2 cm (2.14)

[I] = [ j][x]2 = dyn1/2 cm s−1. (2.15)

2.b Andere Einheitensysteme

Für jede Größe kann die Einheit in jedem System unabhängig definiert werden. Glücklicherweise macht man
davon nicht vollständigen Gebrauch.
Neben dem Gßschen Maßsystem werden noch eine Reihe weiterer cgs-Systeme sowie das SI-System (inter-
nationales Maßsystem, G-System) verwendet. Letzteres ist das gesetzliche Maßsystem in vielen Ländern
(z.B. in USA seit 1894, in Deutschland seit 1898) und wird in der Technik angewandt.
Während das Gßsche Maßsystem alle elektromagnetischen Größen in cm, g und s ausdrückt, verwendet das
G-System neben den mechanischen Einheiten m, kg und s noch zwei weitere Einheiten A (Ampere) und V
(Volt), allerdings nicht unabhängig voneinander, vielmehr gilt für die Einheit der Energie

1 kg m2 s−2 = 1 J = 1 W s = 1 A V s. (2.16)

Die Umrechnung einiger gebräuchlicher Maßsysteme ineinander kann durch drei Umrechnungsfaktoren ε0, µ0

und ψ beschrieben werden. Dabei können ε0 und µ0 (im SI-System als Dielektrizitätskonstante und Perme-
abilitätskonstante des Vakuums bekannt) und die Verkettungskonstante

γ = c
√
ε0µ0 (2.17)
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dimensionsbehaftet sein, während ψ ein dimensionsloser Zahlenfaktor ist. Man unterscheidet zwischen ratio-
nalen Maßsystemen (ψ = 4π) und nicht rationalen Maßsystemen (ψ = 1). Die Umrechnungsfaktoren einiger
gebräuchlicher Maßsysteme sind

Maßsystem ε0 µ0 γ ψ

Gß 1 1 c 1
Elektrostatisch (esu) 1 c−2 1 1
Elektromagnetisch (emu) c−2 1 1 1
H-L 1 1 c 4π

G (SI) (c2µ0)−1 4π
107

Vs
Am 1 4π

Die bisher eingeführten Größen drücken sich durch die Größen der anderen Maßsysteme (mit einem Stern
versehen) folgendermaßen aus

E =
√

ψε0E∗ 1 dyn1/2 cm−1=̂3 · 104V/m (2.18)

B =
√

ψ/µ0B∗ 1 dyn1/2 cm−1=̂10−4Vs/m2 (2.19)

q =
1√
ψε0

q∗ 1 dyn1/2 cm=̂10−9/3As, ähnlich ρ, σ, I, j. (2.20)

Ein Umrechnungsbeispiel: Die C-L-Kraft lässt sich schreiben

K = q(E +
1
c

v × B) =
q∗√
ψε0

(
√

ψε0E∗ +
√
ψ

c
√
µ0

v × B∗) = q∗(E∗ +
1

c
√
ε0µ0

v × B∗) = q∗(E∗ +
1
γ

v × B∗). (2.21)

Die Elementarladung e0 ist in dem von uns verwendeten Gßschen Maßsystem 4.803 · 10−10 dyn1/2 cm und
im SI-System 1.602 ·10−19 As. Das Elektron trägt die Ladung −e0, das Proton e0, ein Kern der Kernladungszahl
Z die Ladung Ze0, Quarks die Ladungen ±e0/3 oder ±2e0/3.
Weitere Angaben werden jeweils bei der Einführung weiterer Größen gegeben und sind im Anhang A zusam-
mengefasst.

2.c Motivation für Gßsche Einheiten

Im SI-System sind das elektrische Feld E und die dielektrische Verschiebung D wie auch die magnetische
Induktion B und das Magnetfeld H mit unterschiedlichen Dimensionen behaftet. Hierdurch wird leicht der
irreführende Eindruck erweckt, es handele sich um unabhängige Felder. Auf einem mikroskopischen Niveau
hat man es nur mit zwei Feldern, E und B zu tun, (1.13-1.16) (L 1892).
Tatsächlich wird der zweite Satz Felder nur dadurch eingeführt, dass man Polarisations- und Magnetisierungsan-
teile der Ladungen und Ströme in Materie aus den totalen Ladungen und Strömen herauszieht und zu den
Feldern addiert (Abschnitt 6 und 11).
Dieser enge Zusammenhang kommt besser in einem cgs-System zum Ausdruck, in dem E und D gleiche Di-
mension haben wie auch B und H.
Leider gehört das Gßsche Maßsystem zu den irrationalen, während das SI-System ein rationales ist, so dass
bei Umrechnungen auch immer Faktoren 4π auftreten. Ich hätte ein rationales Maß-System wie das von H-
 und L vorgezogen. Leider wird aber in gängigen Lehrbüchern nur das SI-System und das Gßsche
verwendet. Ich möchte die Studierenden nicht mit einem Maßsystem konfrontieren, mit dem praktisch kein
Lehrbuch arbeitet.
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3 Elektrisches Feld, Potential, Energie des Feldes

3.a Statik

In der Statik behandelt man das zeitunabhängige Problem. Das heißt, die auftretenden Größen hängen nur vom
Ort ab, ρ = ρ(r), j = j(r), E = E(r), B = B(r). Dann zerfallen die Kontinuitätsgleichung (1.12) und die
M-Gleichungen (1.13-1.16) in zwei Gruppen

div j(r) = 0
rot B(r) = 4π

c j(r) div E(r) = 4πρ(r)
div B(r) = 0 rot E(r) = 0

Magnetostatik Elektrostatik
kma =

1
c j(r) × B(r) kel = ρ(r)E(r)

(3.1)

Die erste Gruppe von Gleichungen enthält nur die magnetische Induktion B und die Stromdichte j. Sie
beschreibt die Magnetostatik. Die zweite Gruppe von Gleichungen enthält nur das elektrische Feld E und
die Ladungsdichte ρ. Sie ist Grundlage der Elektrostatik. In der letzten Zeile sind noch die entsprechenden
Anteile der Kraftdichte k hinzugefügt.

3.b Elektrisches Feld und Potential

3.b.α Elektrisches Potential

Wir führen nun das elektrische Potential Φ(r) ein. Hierzu betrachten wir das Wegintegral von E auf zwei
verschiedenen Wegen (1) und (2) von r0 nach r

∫ r

r0
(1)

dr · E(r) =
∫ r

r0
(2)

dr · E(r) +
∮

dr · E(r), (3.2)

wobei das letztere Integral über den geschlossenen Weg von r0 auf (1) nach r
und von dort in entgegengesetzter Richtung auf (2) nach r0 zu erstrecken ist.Das
letztere Integral lässt sich mit dem Sschen Satz (B.56) in das Integral über
die von (1) und (2) berandete Fläche

∫

df · rot E(r) überführen, das wegen der
Mgleichung rot E(r) = 0 (3.1) verschwindet.

r

r

0

F

(1)

(2)

Daher ist das Integral (3.2) vom Weg unabhängig und man definiert das elektrische Potential

Φ(r) = −
∫ r

r0

dr · E(r) + Φ(r0). (3.3)

Dabei sind r0 und Φ(r0) willkürlich, aber fest. Φ(r) ist daher bis auf eine willkürliche additive Konstante
bestimmt. Wir haben auf Grund der Definition (3.3)

dΦ(r) = −dr · E(r), E(r) = − gradΦ(r). (3.4)

9
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3.b.β Elektrischer Fluss und Ladung

Aus div E(r) = 4πρ(r), (3.1) folgt
∫

V
d3r div E(r) = 4π

∫

V
d3rρ(r) (3.5)

und damit mit dem Gßschen Satz (B.59)
∫

∂V
df · E(r) = 4πq(V), (3.6)

das heißt der elektrische Fluß des Feldes E durch die Oberfläche ist das 4π-fache der Ladung q im Volumen V.
Eine einfache Anwendung hat dies für das elektrische Feld einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung ρ(r) =
ρ(r) mit r = |r|. Aus Symmetriegründen weist das elektrische Feld in Normalenrichtung E = E(r)r/r

4πr2E(r) = 4π
∫ r

0
ρ(r′)r′2dr′dΩ = (4π)2

∫ r

0
ρ(r′)r′2dr′, (3.7)

so dass man für das Feld

E(r) =
4π
r2

∫ r

0
ρ(r′)r′2dr′ (3.8)

erhält.
Als Spezialfall betrachten wir jetzt noch eine Punktladung q im Ursprung. Dann gilt

4πr2E(r) = 4πq, E(r) =
q
r2
, E(r) =

r
r3

q. (3.9)

Das Potential hängt aus Symmetriegründen nur von r ab. Dann gilt

gradΦ(r) =
r
r

dΦ(r)
dr

= −E(r), (3.10)

woraus durch Integration

Φ(r) =
q
r
+ const. (3.11)

folgt.

3.b.γ Potential einer Ladungsverteilung

Wir gehen aus von Punktladungen qi an Orten ri. Das zugehörige Potential und die Feldstärke erhält man aus
(3.11) und (3.10) durch Verschieben von r um ri zu

Φ(r) =
∑

i

qi

|r − ri|
(3.12)

E(r) = − gradΦ(r) =
∑

i

qi(r − ri)
|r − ri|3

. (3.13)

Wir gehen nun von den Punktladungen zu einer Ladungsdichte ρ(r) über. Wir führen dabei den Übergang
∑

i qi f (ri) =
∑

i ∆Vρ(ri) f (ri) nach
∫

d3r′ρ(r′) f (r′) durch, was

Φ(r) =
∫

d3r′
ρ(r′)
|r − r′| (3.14)

ergibt. Aus E = − gradΦ und div E = 4πρ folgt die P-Gleichung

4Φ(r) = −4πρ(r). (3.15)

Man unterscheide 4 = ∇ · ∇ und ∆ =Delta. Wir machen auf (3.15) die Probe. Zunächst bilden wir

∇Φ(r) =
∫

d3r′ρ(r′)
r′ − r
|r′ − r|3 =

∫

d3a ρ(r + a)
a
a3

(3.16)
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und

4Φ(r) =
∫

d3a(∇ρ(r + a)) · a
a3
=

∫ ∞

0
da

∫

dΩa
∂ρ(r + a)

∂a
=

∫

dΩa(ρ(r +∞ea) − ρ(r)) = −4πρ(r), (3.17)

wenn ρ im Unendlichen verschwindet. Dabei haben wir das dreidimensionale Integral über a zerlegt in das
Integral über den Radius a und den Raumwinkel Ωa, d3a = a2dadΩa (vergleiche Abschnitt 5).
Aus der P-Gleichung folgt

4Φ(r) =
∫

d3r′ρ(r′)4 1
|r − r′| = −4πρ(r) = −4π

∫

d3r′ρ(r′)δ3(r − r′) (3.18)

und aus der Gleichheit der Integranden

4 1
|r − r′| = −4πδ3(r − r′). (3.19)

3.c Ckraft und Feldenergie

Auf die Ladung qi am Ort ri wirkt die Kraft

Ki = qiEi(ri). (3.20)

Dabei ist Ei das elektrische Feld ohne das von der Ladung qi selbst erzeugte. Damit folgt die C-Kraft

Ki = qi

∑

j,i

q j(ri − r j)

|ri − r j|3
. (3.21)

Aus dieser Formel erkennt man auch die Definition der Ladungseinheit im Gßschen Maßsystem: 1 dyn1/2

cm ist die Ladung, die auf eine gleiche Ladung in 1 cm Entfernung die Kraft 1 dyn ausübt.
Die potentielle Energie ist

U =
1
2

∑

i

∑

j,i

qiq j

|ri − r j|
=

1
2

∑

i

qiΦi(ri). (3.22)

Der Faktor 1/2 rührt daher, dass jedes Paar von Ladungen in der Summe zweimal auftritt. So ist die Wechsel-
wirkungsenergie zwischen Ladung 1 und Ladung 2 sowohl in i = 1, j = 2 wie auch in i = 2, j = 1 enthalten.
Daher ist durch 2 zu dividieren. Dabei ist in Φi ebenfalls der von qi herrührende Beitrag zum Potential nicht
enthalten. Die Kraft folgt daraus wie üblich zu

Ki = − grad ri
U. (3.23)

Im Kontinuum erhält man unter Verwendung von (B.62)

U =
1
2

∫

d3rρ(r)Φ(r) =
1

8π

∫

d3r div E(r)Φ(r) =
1

8π

∫

F
df · E(r)Φ(r) − 1

8π

∫

d3rE(r) · gradΦ(r), (3.24)

wobei jetzt der Beitrag der Ladungsdichte zu Φ am gleichen Ort nicht mehr auszunehmen ist, da er für eine
kontinuierliche Verteilung vernachlässigbar ist. F schließe alle Ladungen ein und sei etwa eine Kugel vom
Radius R. Im Limes R → ∞ geht Φ ∝ 1/R, E ∝ 1/R2,

∫

F
∝ 1/R → 0. Man erhält dann die elektrostatische

Energie

U =
1

8π

∫

d3rE2(r) =
∫

d3r u(r) (3.25)

mit der Energiedichte

u(r) =
1

8π
E2(r). (3.26)
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Klassischer Elektronenradius Als Beispiel betrachten wir den ”klassischen Elektronenradius” R0: Man nimmt
an, die Ladung sei auf einer Kugelschale vom Radius R0 gleichmäßig verteilt. Die elektrische Feldenergie
stimme mit der Energie m0c2 überein, wobei m0 die Elektronenmasse ist.

1
8π

∫ ∞

R0

(e0

r2

)2
r2drdΩ =

e2
0

2R0
= m0c2 (3.27)

ergibt R0 = 1.4 · 10−13 cm. Die Annahme einer homogenen Ladungsverteilung in der Kugel ergibt ein etwas
anderes Ergebnis.
Aus hochenergetischen Streuprozessen weiß man allerdings, dass die Ausdehnung des Elektrons um mindestens
einen Faktor 100 kleiner sein muss, obige Annahme also unzutreffend ist.



4 Elektrischer Dipol und Quadrupol 13

4 Elektrischer Dipol und Quadrupol

Gegeben sei eine Ladungsverteilung ρ(r′) innerhalb einer Kugel vom
Radius R um den Ursprung. Außerhalb sei ρ(r′) = 0.

4.a Das Feld für r > R

Das Potential der Ladungsverteilung ist

Φ(r) =
∫

d3r′
ρ(r′)
|r − r′| . (4.1) �������������������
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Wir führen nun eine T-Entwicklung nach r′, das heißt nach den drei Variabeln x′1, x′2 und x′3 durch

1
|r − r′| =

∞
∑

l=0

(−r′∇)l

l!
1
r
=

1
r
− (r′∇)

1
r
+

1
2

(r′∇)(r′∇)
1
r
− ... (4.2)

Als erstes müssen wir den Gradienten von 1/r berechnen

∇1
r
= − r

r3
, da ∇ f (r) =

r
r

f ′(r), (4.3)

löse (B.39, B.42). Daraus folgt dann

(r′∇)
1
r
= −r′ · r

r3
. (4.4)

Als nächstes berechnen wir (B.47)

∇c · r
r3
=

1
r3

grad (c · r) + (c · r) grad

(

1
r3

)

=
c
r3
− 3(c · r)r

r5
(4.5)

unter Verwendung von (B.27) und Lösung von (B.37, B.39). Damit erhalten wir die T-Entwicklung

1
|r − r′| =

1
r
+

r · r′
r3
+

3(r · r′)2 − r2r′2

2r5
+ ... (4.6)

Wir formen zunächst noch 3(r · r′)2 − r2r′2 um

3(r · r′)2 − r2r′2 = x′αx′β(3xαxβ − r2δα,β) = (x′αx′β −
1
3

r′2δα,β)(3xαxβ − r2δα,β) (4.7)

wegen δα,β(3xαxβ − δα,βr2) = 3xαxα − r2δα,α = 0. Hier und auch im Folgenden verwenden wir die Summations-
konvention: Über alle Indices (von Komponenten), die zweimal in einem Produkt auftreten, wird summiert, in
(4.7) also über α und β.
Wir führen nun die Größen

q =
∫

d3r′ρ(r′) Ladung (4.8)

p =
∫

d3r′r′ρ(r′) Dipolmoment (4.9)

Qα,β =

∫

d3r′(x′αx′β −
1
3
δα,βr

′2)ρ(r′) Komponenten des Quadrupolmoments (4.10)

ein und erhalten damit die Entwicklung für das Potential und die elektrische Feldstärke

Φ(r) =
q
r
+

p · r
r3
+ Qα,β

3xαxβ − r2δα,β

2r5
+ O(

1
r4

) (4.11)

E(r) = − gradΦ(r) =
qr
r3
+

3(p · r)r − pr2

r5
+ O(

1
r4

) (4.12)
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4.b Transformationseigenschaften

Die Multipolmomente sind definiert bezüglich eines vorgegebenen Punktes, zum Beispiel des Ursprungs. Ver-
schiebt man den Bezugspunkt um a, das heißt r′1 = r′ − a, so findet man mit ρ1(r′1) = ρ(r′)

q1 =

∫

d3r′1ρ1(r′1) =
∫

d3r′ρ(r′) = q (4.13)

p1 =

∫

d3r′1r′1ρ1(r′1) =
∫

d3r′(r′ − a)ρ(r′) = p − aq. (4.14)

Die Gesamtladung ist unabhängig vom Bezugspunkt. Das Dipolmoment ist unabhängig vom Bezugspunkt,
falls q = 0 (reiner Dipol), sonst hängt es vom Bezugspunkt ab. Ähnlich findet man, dass das Quadrupolmoment
unabhängig vom Bezugspunkt ist, falls q = 0 und p = 0 (reiner Quadrupol).
Unter Drehung x′1,α = Dα,βx′

β
ist q invariant (Skalar), wobei D eine Drehmatrix sei, also eine orthogonale

Transformation beschreibe. Der Dipol p transformiert sich wie ein Vektor

p1,α =

∫

d3r′Dα,βx′βρ(r′) = Dα,βpβ (4.15)

und der Quadrupol Q wie ein Tensor zweiter Stufe

Q1,α,β =

∫

d3r′(Dα,γx′γDβ,δx
′
δ −

1
3
δα,βr

′2)ρ(r′). (4.16)

Beachtet man, dass auf Grund der Orthogonalität von D

δα,β = Dα,γDβ,γ = Dα,γδγ,δDβ,δ, (4.17)

so folgt
Q1,α,β = Dα,γDβ,δQγ,δ, (4.18)

also das Transformationsgesetz für Tensoren zweiter Stufe.

4.c Dipol

Der Prototyp eines Dipols besteht aus einer Ladung q am Ort r0 + a und einer entgegengesetzten Ladung −q am
Ort r0. Das Dipolmoment beträgt dann

p = qa. (4.19)

Als Ladungsverteilung ergibt sich dann

ρ(r) = q(δ3(r − r0 − a) − δ3(r − r0)). (4.20)

Wir führen nun eine Tentwicklung nach a durch

ρ(r) = qδ3(r − r0) − qa · ∇δ3(r − r0) +
q
2

(a · ∇)2δ3(r − r0) + ... − qδ3(r − r0), (4.21)

wobei sich der erste mit dem letzten Term weghebt. Wir führen nun den Limes a → 0 durch, wobei wir das
Produkt qa = p festhalten. Dann bleibt als Ladungsverteilung eines Dipols p am Ort r0

ρ(r) = −p · ∇δ3(r − r0) (4.22)

und sein Potential

Φ(r) =

∫

d3r′
ρ(r′)
|r − r′| = −p ·

∫

d3r′
1

|r − r′| grad ′δ3(r′ − r0) = p ·
∫

d3r′ grad ′
1

|r − r′|δ
3(r′ − r0)

= p ·
∫

d3r′
r − r′

|r − r′|3 δ
3(r′ − r0) =

p · (r − r0)
|r − r0|3

, (4.23)

wobei die Gleichungen (B.61) verwendet und (B.50) gelöst wurden.
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4.d Quadrupol

Der Quadrupol wird durch die zweiten Momente der Ladungsverteilung beschrieben.

4.d.α Symmetrien

Q ist ein symmetrischer Tensor
Qα,β = Qβ,α. (4.24)

Er lässt sich daher ähnlich wie der Trägheitstensor durch eine orthogonale Transformation auf Diagonalform
bringen. Weiterhin folgt aus der Definition (4.10)

Qα,α = 0, (4.25)

das heißt die Spur des Quadrupol-Tensors verschwindet. Daher hat der Tensor nicht sechs, sondern nur fünf
unabhängige Komponenten.

4.d.β Symmetrischer Quadrupol

Ein Spezialfall ist der symmetrische Quadrupol. Seine Ladungsverteilung hängt nur von z und dem Abstand
von der z-Achse ab, ρ = ρ(z,

√

x2 + y2). Für ihn gilt

Qx,y = Qx,z = Qy,z = 0, (4.26)

weil ρ(x, y, z) = ρ(−x, y, z) = ρ(x,−y, z). Weiter ist

Qx,x = Qy,y = −
1
2

Qz,z =: −1
3

Q̂. (4.27)

Die erste Gleichung folgt aus ρ(x, y, z)=ρ(y, x, z), die zweite daraus, dass die Spur von
Q verschwindet. Das letzte Gleichheitszeichen gibt die Definition von Q̂ an.

z’
r’

θ’

Man findet

Q̂ =
3
2

Qz,z =

∫

d3r′(
3
2

z′2 − 1
2

r′2)ρ(r′) =
∫

d3r′r′2P2(cos θ′)ρ(r′) (4.28)

mit dem L-Polynom P2(ξ) = 3
2ξ

2 − 1
2 . Auf die L-Polynome werden wir im nächsten Abschnitt

und im Anhang C noch zurückkommen.
Als Beispiel betrachten wir noch den gestreckten Quadrupol mit zwei Ladungen q an den Orten ±aez und einer
Ladung −2q am Ursprung. Wir finden Q̂ = 2qa2. Die einzelnen Ladungen tragen zum Quadrupolpotential

Φ(r) = −1
3

Q̂
3x2 − r2

2r5
− 1

3
Q̂

3y2 − r2

2r5
+

2
3

Q̂
3z2 − r2

2r5
=

Q̂P2(cos θ)
r3

(4.29)

bei.

4.e Energie, Kraft und Drehmoment auf einen Multipol im äußeren Feld

Eine Ladungsverteilung ρ(r), die um den Ursprung lokalisiert sei, sei in einem äußeren elektrischen Potential
Φa(r), das etwa von einer entfernten Ladungsverteilung ρa erzeugt sei. Die Wechselwirkungsenergie beträgt
dann

U =
∫

d3rρ(r)Φa(r). (4.30)

Hier tritt kein Faktor 1/2 vor dem Integral auf, wie man es wegen (3.24) annehmen könnte, da zum Integral über
ρ(r)Φa(r) noch ein zweiter Beitrag mit dem Integral über ρa(r)Φ(r) hinzutritt, der noch einmal den gleichen
Beitrag liefert. Wir entwickeln nun das äußere Potential und erhalten für die Wechselwirkungsenergie

U =

∫

d3rρ(r)

{

Φa(0) + r∇Φa|r=0 +
1
2

xαxβ ∇α∇βΦa

∣

∣

∣

r=0
+ ...

}

= qΦa(0) + p · ∇Φa|r=0 +
1
2

(

Qα,β +
1
3
δα,β

∫

d3rρ(r)r2

)

∇α∇βΦa

∣

∣

∣

r=0
+ ... (4.31)
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Der Beitrag proportional zum Integral über ρ(r)r2 verschwindet, da ∇α∇αΦa = 4Φa = −4πρa(r) = 0, da sich
am Ursprung keine Ladungen befinden, die Φa erzeugen. Damit bleibt für das Wechselwirkungs-Potential

U = qΦa(0) − p · Ea(0) +
1
2

Qα,β∇α∇βΦa + ... (4.32)

Wir können daraus zum Beispiel die potentielle Energie zweier Dipole, pb im Ursprung und pa bei r0 bestim-
men. Der Dipol pa erzeugt das Potential

Φa(r) =
pa · (r − r0)
|r − r0|3

. (4.33)

Die Wechselwirkungsenergie ergibt sich dann zu (vgl. B.47)

Ua,b = pb · ∇Φa|r=0 =
pa · pb

r3
0

− 3(pa · r0)(pb · r0)

r5
0

. (4.34)

Die Kraft auf einen Dipol im Ursprung ergibt sich zu

K =
∫

d3rρ(r)Ea(r) =
∫

d3rρ(r)(Ea(0) + xα∇αEa|r=0 + ...) = qEa(0) + (p · grad )Ea(0) + ... (4.35)

Das Drehmoment auf einen Dipol im Ursprung ergibt sich zu

Mmech =

∫

d3r′ρ(r′)r′ × Ea(r′) = p × Ea(0) + ... (4.36)
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5 Multipol-Entwicklung in Kugelkoordinaten

5.a P-Gleichung in Kugelkoordinaten

Wir leiten zunächst den Ausdruck für den
L-Operator in Kugelkoordinaten

x = r sin θ cos φ (5.1)

y = r sin θ sin φ (5.2)

z = r cos θ (5.3)

her. Dabei benützen wir zunächst nur, dass es
sich dabei um krummlinige Koordinaten handelt,
die sich unter rechtem Winkel schneiden, so dass
wir

dr = grerdr + gθeθdθ + gφeφdφ (5.4)

schreiben können, wobei die er, eθ und eφ eine
orthonormierte ortsabhängige Basis bilden. Man
findet leicht, dass

gr = 1, gθ = r, gφ = r sin θ. (5.5)

z

r

θ

φdφeθsinr

er d r

r eθ dθ

dr

Das Volumenelement ist gegeben durch

d3r = grdrgθdθgφdφ = r2dr sin θdθdφ = r2drdΩ (5.6)

mit dem Raumwinkelelement

dΩ = sin θdθdφ. (5.7)

5.a.α Der Gradient

Zur Berechnung des Gradienten betrachten wir das Differential einer Funktion Φ(r)

dΦ(r) =
∂Φ

∂r
dr +

∂Φ

∂θ
dθ +

∂Φ

∂φ
dφ, (5.8)

die mit ( gradΦ) · dr übereinstimmen muss. Aus der Entwicklung des Vektorfeldes in seine Komponenten

gradΦ = ( gradΦ)rer + ( gradΦ)θeθ + ( gradΦ)φeφ (5.9)

und (5.4) folgt dann

dΦ(r) = ( gradΦ)rgrdr + ( gradΦ)θgθdθ + ( gradΦ)φgφdφ, (5.10)

woraus wir

( gradΦ)r =
1
gr

∂Φ

∂r
, ( gradΦ)θ =

1
gθ

∂Φ

∂θ
, ( gradΦ)φ =

1
gφ

∂Φ

∂φ
(5.11)

für die Komponenten des Gradienten erhalten.
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5.a.β Die Divergenz

Zur Berechnung der Divergenz verwenden wir den Gßschen Satz (B.59). Wir integrieren die Divergenz von
A(r) über ein Volumen begrenzt durch die Koordinaten r, r + ∆r, θ, θ + ∆θ, φ, φ + ∆φ. Wir erhalten

∫

d3r div A =

∫

grgθgφ div A drdθdφ

=

∫

A · df =

∫

gθdθgφdφAr

∣

∣

∣

r+∆r

r
+

∫

grdrgφdφAθ

∣

∣

∣

θ+∆θ

θ
+

∫

grdrgθdθAφ

∣

∣

∣

φ+∆φ

φ

=

∫ [

∂

∂r

(

gθgφAr

)

+
∂

∂θ

(

grgφAθ

)

+
∂

∂φ

(

grgθAφ

)

]

drdθdφ (5.12)

Da die Identität für beliebig kleine Volumina zutrifft, müssen die Integranden auf der rechten Seite der ersten
Zeile und auf der dritten Zeile übereinstimmen. Daraus folgt

div A(r) =
1

grgθgφ

[

∂

∂r

(

gθgφAr

)

+
∂

∂θ

(

grgφAθ

)

+
∂

∂φ

(

grgθAφ

)

]

. (5.13)

5.a.γ Der L-Operator

Durch Bildung von 4Φ = div gradΦ erhalten wir schließlich

4Φ(r) =
1

grgθgφ

[

∂

∂r

(

gθgφ
gr

∂Φ

∂r

)

+
∂

∂θ

(

grgφ
gθ

∂Φ

∂θ

)

+
∂

∂φ

(

grgθ
gφ

∂Φ

∂φ

)]

. (5.14)

Diese Formel gilt noch generell für orthogonale krummlinige Koordinaten (wenn wir sie mit r, θ, φ bezeichnen).
Setzen wir nun die Werte für g ein, so folgt für sphärische Koordinaten

4Φ =
1
r
∂2

∂r2
(rΦ) +

1
r2
4ΩΦ, (5.15)

4ΩΦ =
1

sin θ
∂

∂θ
(sin θ

∂Φ

∂θ
) +

1

sin2 θ

∂2Φ

∂φ2
. (5.16)

Der Operator 4Ω wirkt nur auf die beiden Winkel θ und φ, aber nicht auf den Abstand r. Er wird auch L-
Operator auf der Kugel genannt.

5.b Kugelflächenfunktionen

Wie wir im Anhang C näher ausführen, gibt es einen vollständigen Satz orthonormierter Funktionen Yl,m(θ, φ),
l = 0, 1, 2, ..., m = −l,−l + 1, ...l, die der Gleichung

4ΩYl,m(θ, φ) = −l(l + 1)Yl,m(θ, φ) (5.17)

genügen. Diese heißen Kugelflächenfunktionen. Vollständigkeit heißt: Ist f (θ, φ) auf der Kugel differenzierbar
und sind die Ableitungen beschränkt, so lässt sich f (θ, φ) darstellen als konvergente Summe

f (θ, φ) =
∑

l,m

f̂l,mYl,m(θ, φ). (5.18)

Daher führen wir jetzt die entsprechende Entwicklung für Φ(r) und ρ(r) durch

Φ(r) =
∑

l,m

Φ̂l,m(r)Yl,m(θ, φ), (5.19)

ρ(r) =
∑

l,m

ρ̂l,m(r)Yl,m(θ, φ). (5.20)
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Die Kugelflächenfunktionen sind orthonormal, das heißt, das Integral über den Raumwinkel ergibt
∫

dΩY∗l,m(θ, φ)Yl′,m′(θ, φ) =
∫

dφ sin θdθY∗l,m(θ, φ)Yl′,m′(θ, φ) = δl,l′δm,m′ . (5.21)

Diese Orthogonalitätsbeziehung können wir zur Berechnung der Φ̂ und ρ̂ verwenden
∫

dφ sin θdθY∗l,m(θ, φ)ρ(r) =
∑

l′ ,m′
ρ̂l′ ,m′(r)

∫

dφ sin θdθY∗l,m(θ, φ)Yl′,m′(θ, φ)

=
∑

l′,m′
ρ̂l′ ,m′ (r)δl,l′δm,m′ = ρ̂l,m(r). (5.22)

Wir geben hier einige der Kugelflächenfunktionen an

Y0,0(θ, φ) =

√

1
4π

(5.23)

Y1,0(θ, φ) =

√

3
4π

cos θ (5.24)

Y1,±1(θ, φ) = ∓
√

3
8π

sin θe±iφ (5.25)

Y2,0(θ, φ) =

√

5
4π

(

3
2

cos2 θ − 1
2

)

(5.26)

Y2,±1(θ, φ) = ∓
√

15
8π

sin θ cos θe±iφ (5.27)

Y2,±2(θ, φ) =
1
4

√

15
2π

sin2 θe±2iφ. (5.28)

Allgemein ist

Yl,m(θ, φ) =

√

2l + 1
4π

(l − m)!
(l + m)!

Pm
l (cos θ)eimφ (5.29)

mit den zugeordneten L-Funktionen

Pm
l (ξ) =

(−)m

2ll!
(1 − ξ2)m/2 dl+m

dξl+m
(ξ2 − 1)l. (5.30)

Generell ist Yl,m das Produkt aus (sin θ)|m|eimφ und einem Polynom der Ordnung l − |m| in cos θ. Je nachdem, ob
l − |m| gerade oder ungerade ist, handelt es sich dabei um ein gerades oder ungerades Polynom in cos θ. Es gilt
die Symmetrie-Beziehung

Yl,−m(θ, φ) = (−)mY∗l,m(θ, φ). (5.31)

5.c Radialgleichung und Multipol-Momente

Unter Verwendung der Entwicklung von Φ und ρ nach den Kugelflächenfunktionen lautet die P-
Gleichung nun

4Φ(r) =
∑

l,m

(

1
r

d2

dr2
(rΦ̂l,m(r)) − l(l + 1)

r2
Φ̂l,m(r)

)

Yl,m(θ, φ) = −4π
∑

l,m

ρ̂l,m(r)Yl,m(θ, φ). (5.32)

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten von Yl,m erhalten wir die Radialgleichungen

Φ̂′′l,m(r) +
2
r
Φ̂′l,m(r) − l(l + 1)

r2
Φ̂l,m(r) = −4πρ̂l,m(r). (5.33)
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Die Lösung der homogenen Gleichung lautet

Φ̂l,m(r) = al,mrl + bl,mr−l−1. (5.34)

Für die inhomogene Gleichung macht man nun wie üblich den Ansatz (ich lasse im Moment die Indices l und
m weg.)

Φ̂ = a(r)rl + b(r)r−l−1. (5.35)

Dann folgt
Φ̂′ = a′(r)rl + b′(r)r−l−1 + la(r)rl−1 − (l + 1)b(r)r−l−2. (5.36)

Wir fordern nun wie üblich
a′(r)rl + b′(r)r−l−1 = 0 (5.37)

und erhalten dann für die zweite Ableitung

Φ̂′′ = la′(r)rl−1 − (l + 1)b′(r)r−l−2 + l(l − 1)a(r)rl−2 + (l + 1)(l + 2)b(r)r−l−3. (5.38)

Setzen wir diese Ausdrücke in die Radialgleichung ein, so heben sich die Anteile, die a und b ohne Ableitung
enthalten, weg. Es bleibt

la′(r)rl−1 − (l + 1)b′(r)r−l−2 = −4πρ̂, (5.39)

Aus den Gleichungen (5.37) und (5.39) folgt dann durch Auflösen nach a′ und b′

dal,m(r)
dr

= − 4π
2l + 1

r1−lρ̂l,m(r), (5.40)

dbl,m(r)
dr

=
4π

2l + 1
rl+2ρ̂l,m(r). (5.41)

Wir integrieren nun die Gleichungen

al,m(r) =
4π

2l + 1

∫ ∞

r
dr′r′1−lρ̂l,m(r′) (5.42)

bl,m(r) =
4π

2l + 1

∫ r

0
dr′r′l+2ρ̂l,m(r′). (5.43)

Addieren wir eine Konstante zu al,m(r), so ist dies auch eine Lösung der P-Gleichung, da rlYl,m(θ, φ)
homogene Lösung der P-Gleichung ist. Wir wünschen aber eine Lösung, die für großes r abfällt. Daher
wählen wir al,m(∞) = 0. Addieren wir eine Konstante zu bl,m, so ist das eine Lösung für r , 0. Für r = 0
hingegen erhält man eine Singularität, die die P-Gleichung nicht erfüllt. Daher muss man bl,m(0) = 0
setzen.
Wir können nun die Entwicklungs-Koeffizienten ρ̂l,m einsetzen und erhalten

al,m(r) =
4π

2l + 1

∫

r′>r
d3r′r′−1−lY∗l,m(θ′, φ′)ρ(r′) (5.44)

bl,m(r) =
4π

2l + 1

∫

r′<r
d3r′r′lY∗l,m(θ′, φ′)ρ(r′). (5.45)

Wir können nun die Ausdrücke für al,m und bl,m in (5.19) und (5.35) einsetzen. Die r- und r′-Abhängigkeit
ergibt sich für r < r′ aus dem a-Term zu rl/r′l+1 und für r > r′ aus dem b-Term zu r′l/rl+1. Dies fasst man
zusammen, indem man mit r> den größeren, mit r< den kleineren der beiden Radien r und r′ bezeichnet. Dann
folgt

Φ(r) =
∞
∑

l=0

4π
2l + 1

l
∑

m=−l

∫

d3r′
rl
<

rl+1
>

ρ(r′)Y∗l,m(θ′, φ′)Yl,m(θ, φ). (5.46)

Ist ρ(r′) = 0 für r′ > R, dann folgt für r > R

Φ(r) =
∑

l,m

√

4π
2l + 1

ql,m
Yl,m(θ, φ)

rl+1
(5.47)
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mit den Multipolmomenten

ql,m =

√

4π
2l + 1

∫

d3r′r′lY∗l,m(θ′, φ′)ρ(r′). (5.48)

Für l = 0 erhalten wir das ”Monopolmoment” Ladung, für l = 1 haben wir die Komponenten des Dipol-
Moments, für l = 2 die Komponenten des Quadrupolmoments. Speziell für m = 0 hat man

q0,0 =
√

4π
∫

d3r′
√

1
4π
ρ(r′) = q (5.49)

q1,0 =

√

4π
3

∫

d3r′
√

3
4π

r′ cos θ′ρ(r′) =
∫

d3r′z′ρ(r′) = pz (5.50)

q2,0 =

√

4π
5

∫

d3r′
√

5
4π

r′2(
3
2

cos2 θ′ − 1
2

)ρ(r′) =
∫

d3r′(
3
2

z′2 − 1
2

r′2)ρ(r′) =
3
2

Qzz. (5.51)

5.d Punktladung am Ort r′, zylindersymmetrische Ladungsverteilung

Wir betrachten jetzt noch den Fall einer Punktladung q am Ort r′. Wir können ausgehen von dem bekannten
Potential

Φ(r) =
q

|r − r′| =
q

√

r2 + r′2 − 2rr′ cosψ
. (5.52)

Dabei ist ψ der Winkel zwischen r und r′. Wir entwickeln nun nach r</r>

Φ(r) =
q

r>
√

1 + ( r<
r>

)2 − 2 r<
r>

cosψ
= q

∞
∑

l=0

rl
<

rl+1
>

Pl(cosψ). (5.53)

Dabei bezeichnet man Pl(ξ) als L-Polynome. Für cosψ = ±1 sieht man sofort aus der Entwicklung von
1/(r> ∓ r<), dass Pl(1) = 1 und Pl(−1) = (−)l gilt.
Wir können andererseits auch mit (5.46) arbeiten und finden

Φ(r) = q
∞
∑

l=0

rl
<

rl+1
>

4π
2l + 1

l
∑

m=−l

Yl,m(θ, φ)Y∗l,m(θ′, φ′). (5.54)

Durch Vergleich findet man das Additionstheorem für Kugelflächenfunktionen

Pl(cosψ) =
4π

2l + 1

l
∑

m=−l

Yl,m(θ, φ)Y∗l,m(θ′, φ′), (5.55)

wobei sich der Winkel ψ zwischen r und r′ ausdrücken lässt durch r · r′ = rr′ cosψ und unter Verwendung von
(5.1-5.3)

cosψ = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(φ − φ′). (5.56)

Wir betrachten jetzt noch den Spezialfall θ′ = 0, das heißt ψ = θ. Dann verschwinden alle Yl,m(θ′, φ′) wegen der
Faktoren sin θ′ außer denen für m = 0 und das Additions-Theorem reduziert sich auf

Pl(cos θ) =
4π

2l + 1
Yl,0(θ)Yl,0(0) = P0

l (cos θ)P0
l (1). (5.57)

Aus der Darstellung (5.30) P0
l (ξ) = 1/(2ll!)dl(ξ2 −1)l/dξl folgt für ξ = 1 und Zerlegen (ξ2 −1)l = (ξ+1)l(ξ−1)l

das Ergebnis P0
l (1) = [(ξ + 1)l/2l]ξ=1[dl(ξ − 1)l/dξl/l!]ξ=1 = 1. Damit haben wir gefunden, dass

P0
l (ξ) = Pl(ξ) (5.58)

gilt.
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Speziell für zylindersymmetrische Verteilungen ρ(r), die also nur von r und θ, aber nicht von φ abhängen, gilt
dann

Φ(r) =
∑

l

Pl(cos θ)
rl+1

ql,0 (5.59)

mit den Momenten

ql,0 =

∫

d3r′r′lPl(cos θ′)ρ(r′). (5.60)

Alle Momente mit m , 0 verschwinden für die zylindersymmetrische Verteilung.
Aufgabe Berechnen Sie aus (5.1) bis (5.5) die Vektoren er, eθ und eφ und prüfen Sie nach, dass diese ein
Orthonormalsystem bilden.
Aufgabe Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von S (B.56) die Rotation in Kugelkoordinaten.
Aufgabe Berechnen Sie für Zylinderkoordinaten x = ρ cosφ, y = ρ sin φ und z die metrischen Faktoren gρ, gφ
und gz, das Volumenelement und Gradient und Divergenz.
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6 Elektrisches Feld in Materie

6.a Polarisation und dielektrische Verschiebung

Die bisher aufgestellten Feldgleichungen gelten auch in Materie. Auf ein äußeres elektrisches Feld reagiert die
Materie im allgemeinen durch Polarisation. Die Elektronen verschieben sich gegenüber den Kernen, wodurch
Dipole entstehen, oder bereits existierende Dipole von Molekülen oder Molekülgruppen richten sich gegen die
thermische Bewegung aus. Ein elektrisches Feld bewirkt also die Verschiebung von Ladungen qi vom Ort ri

zum Ort ri + ai, das heißt Dipole pi = qiai werden induziert. Man erhält die Ladungsverteilung der Polarisa-
tionsladungen (4.22)

ρP(r) = −
∑

i

pi · grad δ3(r − ri). (6.1)

Führen wir eine Dipolmomentdichte P ein, die man als Polarisation bezeichnet,

P(r) =
∑

pi

∆V
, (6.2)

wobei
∑

pi die Summe der Dipolmomente in einem infinitesimalen Volumen ∆V ist, so folgt

ρP(r) = −
∫

d3r′P(r′) · grad δ3(r − r′) = − div

(∫

d3r′P(r′)δ3(r − r′)
)

= − div P(r). (6.3)

Wir veranschaulichen diese Gleichung. Wir
gehen aus von einem Festkörper, in dem sich
(auf einer Skala groß gegen den Atomab-
stand) die Ladungen der Ionen und Elektro-
nen kompensieren (oberste Figur).Legt man
ein Feld E an, so verschieben sich die Elek-
tronen gegenüber den Ionen (zweite Figur).
Im Inneren hat man Ladungskompensa-
tion. Nur am Rand bleiben Netto-Ladungen
übrig. Im dritten Bild ist die Polarisation
P = ρela aufgezeichnet, wobei diese am
Rand stetig ausgeschmiert wurde.Im letzten
Bild ist die Ableitung −dP/dx aufgetragen.
Man sieht, dass diese mit der des zweiten
Bilds übereinstimmt.

unpolarisiert

polarisiert

P=ρel a
P

P

ρ
ρElektronen

Ionen
ρ

ρ

d

dx
-

x

x

x

E ρel <0 a<0

x

Damit setzt sich die Ladungsdichte ρ zusammen aus einer freibeweglichen Ladungsdichte ρf und der
Polarisations-Ladungsdichte ρP (erstere kann zum Beispiel die Ladungsdichte sein, die auf eine Kondensator-
platte aufgebracht wird)

ρ(r) = ρf(r) + ρP(r) = ρf(r) − div P(r). (6.4)

Damit führt man in der Mgleichung

div E(r) = 4πρ(r) = 4πρf(r) − 4π div P(r) (6.5)

die dielektrische Verschiebung D ein
D(r) = E(r) + 4πP(r), (6.6)

so dass
div D(r) = 4πρf(r) (6.7)

gilt. Für den Fluss der dielektrischen Verschiebung durch die Oberfläche eines Volumens erhält man dann die
freibewegliche Ladung qf(V) in diesem Volumen

∫

∂V
df · D(r) = 4πqf(V). (6.8)
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Für viele Substanzen sind bei nicht zu großer Feldstärke P und E in guter Näherung proportional

P(r) = χeE(r) χe elektrische Suszeptibilität (6.9)

D(r) = εE(r) ε (relative) Dielektrizitätskonstante (6.10)

ε = 1 + 4πχe. (6.11)

χe und ε sind Tensoren für anisotrope Materialien, sonst Skalare. Bei Ferroelektrika ist P bereits für E = 0 von 0
verschieden. Allerdings ist die Polarisationsladung meist durch Oberflächenladungen kompensiert. Doch wird
sie offensichtlich, wenn die Polarisation durch äußere Änderungen verändert wird, zum Beispiel durch Druck
beim Quarz (Piezoelektrizität) oder Temperaturveränderung.

Im Gßschen System sind die Dimensionen von D, E und P übereinstimmend dyn1/2 cm−1. Im SI-System wird
aber E in V/m, D und P in As/m2 gemessen. Da das SI-System ein rationales Maßsystem ist, das Gßsche ein
irrationales, unterscheiden sich die Umrechnungsfaktor für D und P um 4π. Dementsprechend unterscheiden
sich auch die χe in beiden Systemen um einen Faktor 4π. Dagegen sind die relativen Dielektrizitätskonstanten
ε identisch. Genaueres findet sich im Anhang A.

6.b Grenzflächen zwischen Dielektrika

Wir betrachten nun die Grenzfläche zwischen zwei Dielektrika oder Dielektrikum und Vakuum. Aus der
Mgleichung rot E = 0 folgt, dass die Komponenten des elektrischen Feldes tangential zur Grenzflä-
che in beiden Dielektrika übereinstimmen

E1,t = E2,t. (6.12)

Um dies zu sehen, muss man nur ein Linienintegral
∮

dr · E(r), das parallel zur Grenzfläche in einem Dielek-
trikum hin, im anderen zurückführt, ausführen und in das Flächenintegral

∫

df · rot E(r) = 0 überführen. Man
sieht dann, dass das Linienintegral verschwindet. Sind die Integrationswege in den beiden Dielektrika infi-
nitesimal benachbart, so folgt, da das für beliebige Wege gilt, dass Et in beiden Dielektrika übereinstimmen
muss.

Andererseits können wir ein ”Gßsche Dose” einführen, deren Deckfläche infinitesimal von der Grenzfläche
entfernt in einem Dielektrikum und deren Grundfläche ebenfalls infinitesimal von der Grenzfläche im anderen
Dielektrikum verläuft. Sind auf der Grenzfläche keine freibeweglichen Ladungen, so gilt

∫

V
d3r div D = 0, was

dazu führt, dass man auf der Oberfläche
∫

df · D = 0 hat. Rückt man die Oberfläche nun an die Grenzfläche
heran, so folgt die Stetigkeit der Normalkomponenten von D

D1,n = D2,n. (6.13)

Schließt das elektrische Feld (in isotropen Dielektrika) mit der
Flächennormalen die Winkel α1 und α2 ein, so gilt

E1 sinα1 = E2 sinα2 (6.14)

D1 cosα1 = D2 cosα2 (6.15)
tanα1

ε1
=

tanα2

ε2
. (6.16)

D D

E E
E E

D
D

α α

ε ε1 2

t t

n n

1 2
1

2

1 2

Wir betrachten jetzt einen Hohlraum im Dielektrikum. Ist der Hohlraum sehr dünn in Richtung des Feldes (a)
und in beiden dazu senkrechten Richtungen vergleichsweise sehr ausgedehnt, dann stimmt die dielektrische
Verschiebung D im Hohlraum und im Dielektrikum überein.
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Handelt es sich dabei um einen sehr langgestreck-
ten Hohlraum in Richtung des Feldes (b), so muss
der Abfall des Potentials in dieser langgestreckten
Richtung übereinstimmen, so dass im Inneren und
im Äußeren des Hohlraums das elektrische Feld E
übereinstimmt.Daneben treten vor allem an den Rändern
auch Streufelder auf. Es ist für Ellipsoide möglich, das
Feld im Innern eines Hohlraums exakt zu berechnen.
Siehe zum Beispiel im Buch von B und S.
Das Feld im Inneren des Ellipsoids ist homogen. Für die
Kugel führen wir die Berechnung anschließend durch.

a

b

E
D

ε

6.c Dielektrische Kugel im homogenen elektrischen Feld

Wir betrachten eine dielektrische Kugel mit Radius R und Dielek-
trizitätskonstante ε2, die in ein anderes Dielektrikum mit Dielek-
trizitätskonstante ε1 eingebettet ist. Im Dielektrikum 1 herrsche in sehr
großer Entfernung ein homogenes Feld

E(r) = E1 = E1ez r � R. (6.17)

Daraus folgt das Potential

Φ(r) = −E1 · r = −E1r cos θ r � R. (6.18)

R

εε2 1

Da cos θ das L-Polynom P1(cos θ) ist, führt der Ansatz

Φ(r) = f (r) cos θ (6.19)

zum Erfolg. Die Lösung der homogenen P-Gleichung4( f (r) cos θ) = 0 ist eine Linearkombination (5.34)
aus f (r) = r (homogenes Feld) und f (r) = 1/r2 (Dipolfeld). Da am Ursprung kein makroskopischer Dipol sitzt,
können wir ansetzen

Φ(r) = cos θ ·
{

−E2r r ≤ R
−E1r + p/r2 r ≥ R

. (6.20)

An der Grenzfläche gilt Φ(R + 0) = Φ(R − 0), was identisch ist mit E1,t = E2,t und auf

−E1R +
p

R2
= −E2R (6.21)

führt. Die Bedingung D1,n = D2,n führt mit Dn = −ε ∂Φ∂r auf

ε1(E1 +
2p
R3

) = ε2E2. (6.22)

Aus diesen beiden Gleichungen erhält man

E2 =
3ε1

ε2 + 2ε1
E1 (6.23)

p =
ε2 − ε1

ε2 + 2ε1
R3E1. (6.24)

Speziell für die dielektrische Kugel (ε2 = ε) im Vakuum (ε1 = 1) folgt

E2 =
3

2 + ε
E1, p =

ε − 1
ε + 2

R3E1. (6.25)
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Die Polarisation im Inneren der Kugel bewirkt eine Veränderung des mittleren elektrischen Felds um

E2 − E1 =
1 − ε
2 + ε

E1ez = −
4π
3

P. (6.26)

Für eine Hohlkugel (ε2 = 1) im Dielektrikum (ε1 = ε) erhält man dagegen

E2 =
3ε

1 + 2ε
E1. (6.27)

6.d Dielektrizitätskonstante nach C und M

C und M leiten die Dielektrizitätskonstante aus der Polarisierbarkeit α der Moleküle (Atome) wie
folgt her: Im Feld Eeff ist das mittlere Dipolmoment

p = αEeff . (6.28)

Bei einer Dichte der Dipole (Atome) n ergibt sich die Polarisation

P = np = nαEeff . (6.29)

Wir müssen daher das effektive Feld Eeff bestimmen, das auf den Dipol wirkt.
Dazu schneiden wir eine Kugel vom Radius R aus der Materie um den Dipol heraus. Diese Dipole erzeugen,
wie wir am Beispiel der dielektrischen Kugel im Vakuum aus (6.26) sehen, ein mittleres Feld

ĒP = E2 − E1 = −
4π
3

P. (6.30)

Dieses Feld fehlt nach dem Herausschneiden der Kugel. Dafür ist das schnell veränderliche Feld der einzelnen
Dipole innerhalb der Kugel zu addieren (mit Ausnahme des Dipols, an dessen Stelle das Feld bestimmt werden
soll)

Eeff = E − ĒP +
∑

i

−pir2
i + 3(piri)ri

r5
i

. (6.31)

Die Summe hängt von der Anordnung der Dipole (Kristallstruktur) ab. Falls die Dipole auf einem kubischen
Gitter sitzen, verschwindet die Summe, denn die Beiträge aus

∑

α,β

eαpβ
∑

i

−δα,βr2
i + 3xi,αxi,β

r5
i

(6.32)

heben sich für α , β weg, wenn man die Beiträge jeweils für xα und −xα zusammenfasst, die für α = β, wenn
man die drei Beiträge, die man durch zyklisches Permutieren der drei Komponenten erhält, zusammenfasst.
Damit bleibt für ein kubisches Gitter

χeE = P = nαEeff = nα(E +
4π
3

P) = nα(1 +
4π
3
χe)E, (6.33)

woraus die Beziehung von C (1850) und M (1879)

χe =
nα

1 − 4πnα
3

oder
4π
3

nα =
ε − 1
ε + 2

(6.34)

folgt.
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7 Elektrizität auf Leitern

7.a Elektrische Leiter

Innerhalb eines Leiters ist das elektrische Feld E = 0, da ein von Null verschiedenes Feld sofort die Ladungen
verschieben würde. Das Potential ist daher in jedem Leiter konstant. Für den Leiter #i gilt daher Φ(r) = Φi.
Außerhalb der Leiter ist der Potentialverlauf durch die P-Gleichung gegeben

4Φ(r) = −4πρ(r) oder div (ε(r) gradΦ(r)) = −4πρf(r). (7.1)

7.a.α Randbedingungen an der Leiteroberfl äche

An der Leiteroberfläche hat man ein konstantes Potential (auch auf der Seite des Dielektrikums). Daher
verschwinden die Komponenten von E tangential zur Oberfläche

Et(r) = 0, (7.2)

Auf der Leiteroberfläche befinden sich in der Regel Influenzladungen. Wir beze-
ichnen die Oberflächenladungsdichte mit σ(r). Leiter

n

Bei Integration über ein Stück der Oberfläche folgt dann
∫

df · Ea(r) = 4πq = 4π
∫

d f σ(r). (7.3)

Daher gilt für die Feldstärke Ea an der Oberfläche im Außenraum

Ea(r) = 4πσ(r)n, −∂Φ
∂n
= 4πσ(r). (7.4)

Im allgemeinen wird sich die Ladungsdichte σ an der Oberfläche zusammensetzen aus der freibeweglichen σf

auf der Leiteroberfläche und der PolarisationsladungsdichteσP auf dem Dielektrikum σ(r) = σf(r)+σP(r) mit

Da(r) = 4πσf(r)n, (7.5)

woraus dann mit D = εE

σf = ε(σf + σP), σP = (
1
ε
− 1)σf (7.6)

folgt.

7.a.β Kraft auf Leiter (im Vakuum)

Zunächst könnte man vermuten, die Kraft sei gegeben durch
∫

d f Eaσ(r). Dies ist aber falsch. Denn genau so
könnte man argumentieren, man müsse das Feld im Leiter Ei = 0 einsetzen. Die Wahrheit liegt in der Mitte.
Dies erkennt man, wenn man davon ausgeht, dass die Ladung nicht exakt auf der Oberfläche sitzt, sondern über
eine Schichtdicke l verschmiert ist. Nehmen wir an innerhalb einer Schicht der Dicke a befindet sich die Ladung
s(a)σ(r)d f mit s(0) = 0 und s(l) = 1, dann wirkt in der Tiefe a die Feldstärke Ei(r − an) = (1 − s(a))Ea(r), da
der Bruchteil s(a) bereits abgeschirmt ist. Mit ρ(r − an) = s′(a)σ(r) folgt dann

K =
∫

d f daρ(r − an)E(r − an) =
∫

d fσ(r)Ea(r)
∫ l

0
das′(a)(1 − s(a)). (7.7)

Das Integral über a ergibt (s(a) − s2(a)/2)|l0 = 1/2, so dass wir schließlich die Kraft

K =
1
2

∫

d fσ(r)Ea(r) (7.8)

erhalten.
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7.b Kapazitäten

Wir betrachten jetzt mehrere Leiter eingebettet in das Vakuum oder in Dielektrika. Außerhalb der Leiter seien
keine freibeweglichen Ladungsdichten, ρf = 0. Die elektrischen Potentiale Φi der Leiter #i seien vorgegeben.
Gesucht sind die freibeweglichen Ladungen qi auf den Leitern. Da die M-Gleichungen linear sind (und
wir annehmen, dass lineare Beziehungen D = εE bestehen), können wir das Potential als Superposition von
LösungenΨi schreiben

Φ(r) =
∑

i

ΦiΨi(r). (7.9)

Dabei ist Ψi die Lösung, die auf dem Leiter #i den Wert 1, auf den anderen den Wert 0 annimmt

Ψi(r) = δi, j r ∈ Leiter j. (7.10)

Die Ladung auf dem Leiter #i ist dann gegeben durch

qi = −
1

4π

∫

Fi

d f ε
∂Φ

∂n

∣

∣

∣

∣

∣

a
=

∑

j

Ci, jΦ j (7.11)

mit den Kapazitätskoeffizienten

Ci, j = −
1

4π

∫

Fi

d f ε
∂Ψ j

∂n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a

. (7.12)

Im Gßschen Maßsystem hat die Kapazität die Dimension Ladung/Spannung = Länge. Die Umrechnung in
das SI-System geschieht mit dem Faktor 4πε0, so dass 1 cm =̂ 1/9 · 10−11 As/V = 10/9 pF (Picofarad).
Die elektrostatische Energie ergibt sich aus

dU =
∑

i

Φidqi =
∑

i, j

ΦiCi, jdΦ j, (7.13)

das heißt

∂U
∂Φ j
=

∑

i

Ci, jΦi, (7.14)

∂2U
∂Φi∂Φ j

= Ci, j =
∂2U

∂Φ j∂Φi
= C j,i, (7.15)

U =
1
2

∑

i, j

Ci, jΦiΦ j =
1
2

∑

i

Φiqi (7.16)

Als Beispiel betrachten wir den Kugelkondensator. Zwei konzentrische
leitende Kugeln mit Radien r1, r2, wobei r1 < r2, seien mit den Ladun-
gen q1 und q2 belegt. Der Außenraum sei Vakuum. Zwischen den
beiden Kugeln sei ein Dielektrikum mit Dielektrizitätskonstante ε. Im
Außenraum gilt dann

Φ(r) =
q1 + q2

r
r ≥ r2. (7.17)

Im Raum zwischen den beiden Kugeln hat man einen Abfall des Po-
tentials der Form q1/(εr). Da das Potential bei r = r2 stetig sein muss,
folgt

Φ(r) =
q1

εr
− q1

εr2
+

q1 + q2

r2
r1 ≤ r ≤ r2. (7.18)

r

r

ε

1

2

In der kleineren Kugel ist das Potential konstant.

Φ(r) =
q1

εr1
− q1

εr2
+

q1 + q2

r2
r ≤ r1. (7.19)
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Daraus errechnen sich dann die Ladungen als Funktion der Potentiale Φi = Φ(ri)

q1 =
εr1r2

r2 − r1
(Φ1 − Φ2) (7.20)

q2 =
εr1r2

r2 − r1
(Φ2 − Φ1) + r2Φ2, (7.21)

aus denen man die Kapazitätskoeffizienten unmittelbar ablesen kann. Falls das System neutral ist q = q1 = −q2,
kann man q durch die Potentialdifferenz ausdrücken

q = C(Φ1 −Φ2) (7.22)

und bezeichnet C als die Kapazität. Für den Kugelkondensator finden wir Φ2 = 0 und Φ1 =
q1

ε
( 1

r1
− 1

r2
), woraus

die Kapazität

C =
εr1r2

r2 − r1
(7.23)

folgt.
Für eine einzelne Kugel können wir r2 gegen∞ gehen lassen und finden C = εr1.
Den Plattenkondensator mit Plattenabstand d erhalten wir, indem wir r2 = r1 + d setzen und dann großes r1

betrachten. Wir finden

C =
(r2

1 + r1d)ε

d
=

4πr2
1ε

d

( 1
4π
+

d
4πr1

)

, (7.24)

was für große r1 gegen εF
4πd mit der Fläche F geht. Daher erhält man für den Plattenkonden-

sator

C =
εF
4πd

. (7.25)

Eine andere Überlegung ist die Folgende: Die Ladung q erzeugt einen Fluss DF = 4πq.
Daher ist die Potentialdifferenz zwischen den beiden Platten Φ = D

ε
d = 4πd

εF q, woraus C =
q/φ = εF

4πd folgt. Man beachte, dass wir hier mit q die freibewegliche Ladung bezeichnet
haben.

d

7.c Influenzladungen

Halten wir die Potentiale der Leiter auf 0, Φi = 0 und haben wir eine freibewegliche Ladung q′ am Ort r′, so
beschreiben wir das Potential

Φ(r) = G(r, r′)q′ (7.26)

mit der Gschen Funktion G. Offensichtlich genügt diese der Gleichung

∇(ε(r)∇G(r, r′)) = −4πδ3(r − r′) (7.27)

für r außerhalb der Leiter. Für r auf den Leiteroberflächen ist G(r, r′) = 0. Für eine Ladungsverteilung ρf(r′)
außerhalb der Leiter gilt dann nach dem Superpositionsprinzip

Φ(r) =
∫

d3r′G(r, r′)ρf(r′) +
∑

i

ΦiΨi(r), (7.28)

wobei wir jetzt angenommen haben, dass die Leiter auf den Potentialen Φi liegen.
Wir zeigen nun, dass die Gsche Funktion symmetrisch ist, G(r, r′) = G(r′, r). Zum Beweis gehen wir aus
vom Integral über die Leiteroberflächen

∫

df′′ · {G(r′′, r)ε(r′′)∇′′G(r′′, r′) − ε(r′′)[∇′′G(r′′, r)]G(r′′, r′)} = 0, (7.29)

da G auf den Leiteroberflächen verschwindet. Das Flächenelement df ′′ weise in die Leiter. Wir erstrecken das
Integral auch über eine Kugel vom Radius R, die alle Leiter einschließt. Wegen G ∼ 1/R und ∇′′G ∼ 1/R2
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verschwindet das Oberflächenintegral für R→ ∞. Die Anwendung des Gßschen Satzes liefert

∫

d3r′′{G(r′′, r)∇′′[ε(r′′)∇′′G(r′′, r′)] − ∇′′[ε(r′′)∇′′G(r′′, r)]G(r′′, r′)} (7.30)

= −4π
∫

d3r′′{G(r′′, r)δ3(r′′ − r′) − δ3(r′′ − r)G(r′′, r′)} (7.31)

= −4π(G(r′, r) −G(r, r′)) = 0. (7.32)

Wir betrachten nun einige Beispiele:

7.c.α Leiterfreier Raum

Im leiterfreien Raum mit konstanter Dielektrizitätskonstante ε gilt

G(r, r′) =
1

ε|r − r′| . (7.33)

7.c.β Leitende Ebene

Für eine leitende Ebene z = 0 (ε = 1) löst man das Problem durch eine Spiegel-
ladung. Befindet sich die gegebene Ladung q′ am Ort r′ = (x′, y′, z′), so denke
man sich eine zweite Ladung −q′ am Ort r′′ = (x′, y′,−z′). Diese kompensiert
gerade das Potential an der Leiteroberfläche. Es folgt

G(r, r′) =
{ 1
|r−r′ | −

1
|r−r′′ | für sign z = sign z′

0 für sign z = − sign z′.
(7.34)

q’

-q’

Als nächstes betrachten wir die Kraft, die auf die Ladung q′ wirkt. Das Potential ist Φ(r) = G(r, r′)q′. Dabei ist
der Anteil q′/|r − r′| das Potential von q′ selbst, das auf q′ keine Kraft ausübt. Der zweite Beitrag −q′/|r − r′′|
rührt dagegen von den Influenz-Ladungen auf der Metallebene her und bewirkt die Kraft

K = −q′ grad
−q′

|r − r′′| = −
q′2ez

4z′2
sign z′. (7.35)

Weiter bestimmen wir die Influenz-Ladung auf der Platte. Bei z = 0 haben wir 4π sign z′ezσ(r) = E(r) =
q′ r−r′

|r−r′ |3 − q′ r−r′′

|r−r′′ |3 . Daraus ergibt sich die Oberflächenladungsdichte

σ(r) = − q′

2π
|z′|

√

(x − x′)2 + (y − y′)2 + z′23
(7.36)

Mit d f = πd(x2 + y2) folgt dann

∫

d fσ(r) = −q′|z′|
2

∫ ∞

z′2

d(x2 + y2 + z′2)
(x2 + y2 + z′2)3/2

= −q′. (7.37)

Die Kraft auf die Platte errechnet sich zu

K =
1
2

∫

d f E(r)σ(r) =
q′2z′|z′|

2
ez

∫

d(x2 + y2 + z′2)
(x2 + y2 + z′2)3

=
q′2ez

4z′2
sign z′. (7.38)
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7.c.γ Leitende Kugel

Wir betrachten eine Ladung q′ am Ort r′ in Gegenwart einer leitenden
Kugel mit Radius R und Mittelpunkt im Ursprung. Es gibt dann einen
Vektor r′′, so dass das Verhältnis der Abstände von allen Punkten R
der Kugeloberfläche von r′ und r′′ konstant ist. Es sei

a2 := (R − r′′)2 = R2 + r′′2 − 2R · r′′ (7.39)

b2 := (R − r′)2 = R2 + r′2 − 2R · r′ (7.40)

q’
q’’r’’ r’

R
b

a

Diese Konstanz des Verhältnisses der Abstände ist erfüllt für r′ ‖ r′′ und

R2 + r′′2

R2 + r′2
=

r′′

r′
. (7.41)

Dann gilt

R2 = r′r′′ r′′ =
R2

r′2
r′ (7.42)

a2

b2
=

r′′

r′
=

R2

r′2
=

r′′2

R2
. (7.43)

Man findet damit ein konstantes Potential auf der Kugel mit der Ladung q′ am Ort r′ und der Ladung q′′ =
−q′R/r′ am Ort r′′

G(r, r′) =
{

1
|r−r′ | −

R/r′

|r−r′′ | für sign (r − R) = sign (r′ − R),
0 sonst .

(7.44)

Mit diesem G verschwindet das Potential auf der Kugel. Für r′ > R trägt sie die Ladung q′′ und für r′ < R die
Ladung −q′. Daher muss man für eine neutrale Kugel zum Potential Φ noch den Beitrag hinzufügen, der von
einer gleichmäßig auf der Kugel verteilten Ladung −q′′ beziehungsweise q′ herrührt.
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8 Energie, Kräfte und Spannungen im Dielektrikum

8.a Elektrostatische Energie

Bei Verschiebung der Ladungsdichten δρ = δρf + δρP wird die elektrostatische Energie

δU =
∫

d3rδρfΦ +

∫

d3rδρPΦ (8.1)

zugeführt. Gleichzeitig sind in der Materie zusätzliche innere Potentiale Φi vorhanden, so dass die Polarisation
im Gleichgewicht ist, das heißt

δU =
∫

d3rδρfΦ +

∫

d3rδρP(Φ + Φi). (8.2)

Diese Potentiale müssen so beschaffen sein, dass δU = 0 für eine Variation der Polarisation gilt, damit die
Polarisationen im Gleichgewicht sind

Φ + Φi = 0. (8.3)

Diese Überlegungen gelten bei adiabatisch geführten Prozessen und unter der Bedingung, dass keine mechani-
sche Energie zugeführt wird. Die Materie muss sich also in einem kräftefreien Zustand (Gleichgewicht k = 0)
befinden oder sie muss festgehalten werden. Damit folgt mit (B.62)

δU =
∫

d3r δρf Φ =
1

4π

∫

d3r div δDΦ = − 1
4π

∫

d3rδD · gradΦ =
1

4π

∫

d3rE · δD, (8.4)

ähnlich zum materiefreien Fall (3.25). Damit gilt für die Energiedichte bei fester Massendichte ρm (wir nehmen
hier an, dass außer dem elektrischen Feld nur die Massendichte die Energiedichte festlegt; tatsächlich wird im
Allgemeinen der Verzerrungszustand wesentlich sein)

du =
1

4π
E · dD. (8.5)

Falls D = εE, so folgt

u = u0(ρm) +
1

4π

∫

ε(ρm)E · dE = u0(ρm) +
1

8π
ε(ρm)E2 = u0(ρm) +

D2

8πε(ρm)
, (8.6)

da die Dielektrizitätskonstante im Allgemeinen von der Massendichte abhängt.

8.b Kraftdichte im isotropen Dielektrikum

Wir können die Kraftdichte in einem Dielektrikum bestimmen, indem wir die Massen und freibeweglichen
Ladungen von r nach r + δs(r) verschieben und die Energieänderung δU bestimmen. Die dem System dabei
zugeführte Energie ist

δU =
∫

d3r ka(r) · δs(r), (8.7)

wobei ka die von außen angreifende Kraftdichte ist. Im Gleichgewicht ist die entgegenwirkende innere elek-
trische und mechanische Kraftdichte k

k(r) = −ka(r), (8.8)

so dass

δU = −
∫

d3r k(r) · δs(r) (8.9)

gelten muss. Wir bringen nun δU auf diese Form

δU =
∫

d3r

(

∂u
∂D
· δD +

∂u
∂ρm

∣

∣

∣

∣

∣

D
δρm

)

, u = u(D, ρm). (8.10)
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Wegen ∂u/∂D = E/(4π) formen wir den ersten Term wie im vorhergehenden Abschnitt um in

δU =
∫

d3r

(

Φ(r)δρf(r) +
∂u
∂ρm

∣

∣

∣

∣

∣

D
δρm

)

. (8.11)

Aus der Kontinuitätsgleichung ∂ρ/∂t = − div j leiten wir nun den Zusammenhang zwischen δρ und δs her. Man
muss die Gleichung nur mit δt multiplizieren und berücksichtigen, dass jδt = ρvδt = ρδs gilt. Mit (∂ρ/∂t)δt = δρ
erhalten wir

δρ = − div (ρδs). (8.12)

Es folgt dann

δU = −
∫

d3r

(

Φ(r) div (ρfδs) +
∂u
∂ρm

div (ρmδs)

)

=

∫

d3r

(

gradΦ(r)ρf(r) +

(

grad
∂u
∂ρm

)

ρm(r)

)

· δs(r), (8.13)

wobei beim Übergang zur letzten Zeile der Gßsche Satz (B.62) verwendet wurde. Daraus folgt

k(r) = ρf(r)E(r) − ρm(r) grad

(

∂u
∂ρm

)

. (8.14)

Der erste Beitrag ist die C-Kraft auf die freien Ladungsträger. Den zweiten Beitrag formen wir noch
um. Wir setzen (8.6) u = u0(ρm) + D2/(8πε(ρm)). Dann ist

∂u
∂ρm

=
du0

dρm
+

1
8π

D2 d(1/ε)
dρm

=
du0

dρm
− 1

8π
E2 dε

dρm
. (8.15)

Der erste Term kann geschrieben werden

−ρm grad
du0

dρm
= − grad

(

ρm
du0

dρm
− u0

)

= − grad P0(ρm), (8.16)

wobei wir verwenden, dass (du0/dρm) grad ρm = grad u0. Hierbei ist P0 der hydrostatische Druck der
Flüssigkeit ohne elektrisches Feld

k0,hydro = − grad P0(ρm(r)). (8.17)

Die auf das Volumen V wirkende hydrostatische Kraft kann dann umgeformt werden in ein Oberflächenintegral

K0 = −
∫

V
d3r grad P0(ρm(r)) = −

∫

∂V
dfP0(ρm(r)). (8.18)

Dies ist eine Kraft, die auf die Oberfläche ∂V mit dem Druck P0 wirkt. Es bleibt noch der elektrostriktive Anteil

1
8π
ρm grad

(

E2 dε
dρm

)

=
1

8π
grad

(

E2ρm
dε

dρm

)

− 1
8π

E2 grad ε, (8.19)

wobei (dε/dρm) grad ρm = grad ε verwendet wurde. Insgesamt ergibt sich dann die Kraftdichte zu

k(r) = ρf(r)E(r) + grad

(

−P0(ρm) +
1

8π
E2ρm

dε
dρm

)

− 1
8π

E2 grad ε. (8.20)
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Anwendungen:
Dielektrische Flüssigkeit zwischen zwei senkrechten Kondensatorplatten.

Um welche Höhe h steht die Flüssigkeit zwischen den Kondensatorplatten höher als im feldfreien Raum?
Wir führen dazu das Integral über einen geschlossenen Weg zwischen den Kondensatorplatten nach oben und
außerhalb nach unten

∮

k · dr =
∮

grad

(

−P0 +
1

8π
E2ρm

∂ε

∂ρm

)

· dr − 1
8π

∮

E2 grad ε · dr =
1

8π
E2(ε − 1). (8.21)

Dabei verschwindet das Integral des Gradienten über den geschlossenen
Weg, während das Integral über E2 grad ε nur etwas an den beiden Punk-
ten ergibt, an denen der Integrationsweg durch die Flüssigkeitsoberfläche
tritt. Zusätzlich zu diesen Kräften kommt noch die Gravitationskraft. Beide
müssen sich die Waage halten

k + kgrav = 0, (8.22)
h

1

ε

also
∮

dr · kgrav = −ρmgh = −
∮

dr · k, (8.23)

woraus sich die Höhe

h =
E2(ε − 1)

8πρmg
(8.24)

ergibt.
Dielektrische Flüssigkeit zwischen zwei waagrechten Kondensatorplatten

Wie groß ist die Steighöhe einer dielektrischen
Flüssigkeit zwischen zwei horizontalen Konden-
satorplatten? Das Problem lässt sich ähnlich lö-
sen wie zwischen zwei senkrechten Kondensator-
platten.Allerdings ist es zweckmässig, die Umfor-
mung

h

1

ε

− 1
8π

E2 grad ε =
1

8π
D2 grad (

1
ε

) (8.25)

zu verwenden.
Hydrostatischer Druckunterschied an einer Grenzfl äche

Durch Integration durch die Grenzfläche vom Dielektrikum zur
Luft erhält man Luft

Dielektrikum

a

i

1

ε

0 =
∫ a

i
k · dr =

∫

grad (−P0 +
1

8π
ρmE2 dε

dρm
) · dr − 1

8π

∫

E2
t grad ε · dr +

1
8π

∫

D2
n grad (

1
ε

) · dr. (8.26)

Daraus folgt der hydrostatische Druckunterschied auf beiden Seiten der Grenzfläche

P0,i(ρm) − P0,a =
1

8π

(

ρm
dε

dρm
E2 − (ε − 1)E2

t + (
1
ε
− 1)D2

n

)

(8.27)

Druckverlauf im praktisch inkompressiblen Dielektrikum
Aus

k + kgrav = − grad (P0(ρm)) + ρm grad (
1

8π
E2 dε

dρm
) − ρm grad (gz) = 0. (8.28)

erhält man für annähernd konstantes ρm

P0 = ρm(
1

8π
E2 dε

dρm
− gz) + const. (8.29)
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8.c Mscher Spannungstensor

Wir wollen nun die Kraftdichte k als Divergenz eines Tensors darstellen,

kα = ∇βTα,β. (8.30)

Hat man eine derartige Darstellung, so ist die auf ein Volumen V wirkende Kraft gegeben durch

K =
∫

V
d3rk(r) =

∫

d3reα∇βTα,β =
∫

∂V
d fβ(eαTα,β). (8.31)

Die auf das Volumen wirkende Kraft wird also dargestellt durch eine auf die Oberfläche wirkende Kraft. Wäre
sie isotrop Tα,β = −Pδα,β, so würden wir von einem Druck sprechen, der auf die Oberfläche einwirkt. Im hier
vorliegenden allgemeineren Fall spricht man von einem Spannungstensor T , da der Druck anisotrop sein kann
und Scherspannungen auftreten können.
Zur Berechnung von T gehen wir aus von

kα = ρf Eα − ρm∇α
(

∂u
∂ρm

)

. (8.32)

Wir formen um

ρf Eα =
1

4π
Eα∇βDβ =

1
4π

(

∇β(EαDβ

)

− (∇βEα)Dβ) (8.33)

und verwenden ∇βEα = ∇αEβ wegen rot E = 0. Damit folgt

kα = ∇β(
1

4π
EαDβ) − ρm∇α

(

∂u
∂ρm

)

− 1
4π

Dβ∇αEβ. (8.34)

Nun ist aber

∇α
(

u − ρm
∂u
∂ρm
− 1

4π
D · E

)

= −ρm∇α
∂u
∂ρm
− 1

4π
Dβ∇αEβ, (8.35)

da ∂u/∂Dβ = Eβ/(4π). Damit folgt der Ausdruck für den Spannungstensor

Tα,β =
1

4π
EαDβ + δα,β

(

u − ρm
∂u
∂ρm
− 1

4π
D · E

)

. (8.36)

Speziell mit u = u0(ρm) + D2/(8πε(ρm)), (8.6) folgt

Tα,β =
1

4π
EαDβ + δα,β

(

−P0(ρm) − 1
8π

D · E + 1
8π

E2ρm
dε

dρm

)

. (8.37)

Im Vakuum ergibt sich der Msche Spannungstensor zu

Tα,β =
1

4π
EαEβ −

δα,β

8π
E2. (8.38)

Als Beispiel betrachten wir die elektrostatische Kraft auf ein
ebenes Stück Metall der Fläche F. Wir haben auszuwerten

Vakuum

Metall0

E
n

K =
∫

d fβ(eαTα,β) =

(

1
4π

E(En) − 1
8π

nE2

)

F =
1

8π
E2nF. (8.39)

Dies ist in Übereinstimmung mit dem Ergebnis aus (7.8).
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C Magnetostatik

c©2003 Franz Wegner Universität Heidelberg

In diesem Kapitel behandeln wir die Magnetostatik ausgehend von den Gleichungen, die für zeitunabhängige
Ströme am Anfang des Abschnittes (3.a) hergeleitet wurden.

9 Magnetische Induktion und Vektorpotential

9.a Agesetz

Aus

rot B(r) =
4π
c

j(r) (9.1)

folgt
∫

df · rot B(r) =
4π
c

∫

df · j(r), (9.2)

was mit Hilfe des Sschen Satzes (B.56)

∮

dr · B(r) =
4π
c

I (9.3)

geschrieben werden kann. Das Linienintegral der magnetischen Induktion B über eine
geschlossene Kurve ergibt das 4π/c fache des Stromes I durch die Kurve. Dies ist das A-
sche Gesetz.Dabei gilt die Korkenzieher-Regel: Der Strom ist in die Richtung zu messen,
in die sich der Korkenzieher bei Drehung in die Richtung des Linienintegrals bewegt.

I B

9.b Magnetischer Fluss

Als magnetischen Fluss Ψm durch eine gerichtete Fläche F bezeichnet man das Integral

Ψm =

∫

F
df · B(r). (9.4)

Der magnetische Fluss hängt nur von der Berandung ∂F der Fläche ab. Zum Beweis bilden wir die Differenz
des Flusses durch zwei Flächen F1 und F2 mit der gleichen Berandung und erhalten

Ψm
1 − Ψm

2 =

∫

F1

df · B(r) −
∫

F2

df · B(r) =
∫

F
df · B(r) =

∫

V
d3r div B(r) = 0 (9.5)

mit Hilfe des Gßschen Satzes (B.59) und div B(r) = 0.Dabei seien F1 und F2 in
die gleiche Richtung (zum Beispiel nach oben) orientiert. Die geschlossene Fläche
F setzt sich aus F1 und F2 zusammen, wobei F2 jetzt in der umgekehrten Richtung
orientiert sei.Dann hat F eine bestimmte Orientierung (zum Beispiel nach außen) und
schließt das Volumen V ein.

F

F

1

2

37
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9.c Feld einer Stromverteilung

Aus rot rot B(r) = (4π/c) rot j(r) folgt wegen (B.26)

rot rot B(r) = grad div B(r) − 4B(r) (9.6)

und div B(r) = 0

4B(r) = −4π
c

rot j(r) (9.7)

mit der Lösung

B(r) =
1
c

∫

d3r′
1

|r − r′| rot ′j(r′) = −1
c

∫

d3r′
(

∇′ 1
|r − r′|

)

× j(r′) =
1
c

∫

d3r′
r′ − r
|r − r′|3 × j(r′), (9.8)

wobei wir beim zweiten Gleichheitszeichen (B.63) verwendet haben.
Der letzte Ausdruck wird als das Gesetz von B und S be-
zeichnet.Ist die Ausdehnung eines Drahtes senkrecht zur Stromrich-
tung vernachlässigbar klein (Stromfaden), so kann man d3r′j(r′) =
d f ′dl′ j(r′)e = Idr′ approximieren und erhält

df
dl

e

B(r) =
I
c

∫

r′ − r
|r − r′|3 × dr′ (9.9)

Als Beispiel betrachten wir die Induktion in der Mittelachse eines Kreisstromes

r = zez, r′ = (R cosφ,R sinφ, z′) dr′ = (−R sinφ,R cosφ, 0)dφ (9.10)

(r′ − r) × dr′ = (R(z − z′) cosφ,R(z − z′) sinφ,R2)dφ (9.11)

B(0, 0, z) =
2πIR2ez

c(R2 + (z − z′)2)3/2
. (9.12)

z

y

x
φ

Davon ausgehend berechnen wir das Feld in der Mittelachse einer Spule. Sie habe N Windungen und reiche
von z′ = −l/2 bis z′ = +l/2. Wir erhalten dann

B(0, 0, z) =
∫ +l/2

−l/2

Ndz′

l
2πIR2ez

c(R2 + (z − z′)2)3/2
=

2πIN
cl

ez

























l
2 − z

√

R2 + ( l
2 − z)2

+

l
2 + z

√

R2 + ( l
2 + z)2

























. (9.13)

Ist die Spule lang, R � l, dann kann man für hinreichend große Entfernung
vom Spulenende das R2 im Nenner vernachlässigen und erhält für das Innere
der Spule

B =
4πIN

cl
ez. (9.14)

An den Spulenenden ist das Feld auf die Hälfte des Wertes im Inneren abge-
fallen. Aus dem Aschen Gesetz folgt bei Integration längs des in der
Figur angegebenen Weges

∮

dr · B = 4π
c

IN. (9.15)

Daher gilt im Innern näherungsweise der in (9.14) bestimmte Wert, während
außerhalb die magnetische Induktion klein dagegen ist.

l

R

9.d Vektorpotential

Wir formen den Ausdruck für die magnetische Induktion um

B(r) = −1
c

∫

d3r′
(

∇′ 1
|r − r′|

)

× j(r′) =
1
c

∫

d3r′∇ 1
|r − r′| × j(r′) = rot A(r) (9.16)
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mit

A(r) =
1
c

∫

d3r′
j(r′)
|r − r′| . (9.17)

Man bezeichnet A als das Vektorpotential. Man betrachte den analogen Zusammenhang zwischen Ladungs-
dichte ρ und dem elektrischen Potential Φ in der Elektrostatik (3.14). Wir zeigen noch, dass A divergenzfrei
ist

div A(r) =
1
c

∫

d3r′
(

∇ 1
|r − r′|

)

· j(r′) = −1
c

∫

d3r′
(

∇′ 1
|r − r′|

)

· j(r′)

=
1
c

∫

d3r′
1

|r − r′|∇
′j(r′) = 0. (9.18)

Bei dem dritten Gleichheitszeichen haben wir partiell integriert (B.62). Am Schluss haben wir div j(r) = 0
verwendet.

9.e Kraft zwischen zwei Stromkreisen

Wir betrachten noch die Kraft zwischen zwei Stromkreisen. Die Kraft, die der Stromkreis (1) auf den Stromkreis
(2) ausübt, ist

K2 =
1
c

∫

d3rj2(r) × B1(r) =
1
c2

∫

d3rd3r′j2(r) ×
(

(

∇ 1
|r − r′|

)

× j1(r′)
)

=
1
c2

∫

d3rd3r′
(

j1(r′) · j2(r)
)

∇ 1
|r − r′| −

1
c2

∫

d3rd3r′
(

(

∇ 1
|r − r′|

)

· j2(r)
)

j1(r′) (9.19)

unter Verwendung von (B.14). Da wegen (B.62)
∫

d3r
(

∇ 1
|r − r′|

)

· j2(r) = −
∫

d3r
1

|r − r′|∇ · j2(r) (9.20)

und div j2(r) = 0, folgt schließlich für die Kraft

K2 =
1
c2

∫

d3rd3r′
(

j1(r′) · j2(r)
)

∇ 1
|r − r′| . (9.21)

Die auf den ersten Stromkreis wirkende Kraft erhält man durch Austauschen von 1 und 2. Gleichzeitig kann
man r und r′ austauschen. Man sieht dann, dass

K1 = −K2 (9.22)

gilt.
Aufgabe Berechne die Kraft zwischen zwei von Strömen I1 und I2 durchlaufenen Drähten, die über die Länge l
parallel im Abstand r (r � l) laufen. Hieraus bestimmten K und W die Lichtgeschwindigkeit.
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10 Ringströme als magnetische Dipole

10.a Lokalisierte Stromverteilung und magnetischer Dipol

Wir betrachten eine Stromverteilung, die außerhalb einer Kugel vom Radius R verschwindet (j(r′) = 0 für
r′ > R) und fragen nach der magnetischen Induktion B(r) für r > R. Wir können dann das Vektorpotential A(r)
(9.17) ähnlich wie das elektrische Potential Φ(r) in Abschnitt (4) entwickeln

A(r) =
1
c

∫

d3r′
j(r′)
|r − r′| =

1
cr

∫

d3r′j(r′) +
xα
cr3

∫

d3r′x′αj(r′) + ... (10.1)

Da durch die Kugeloberfläche kein Strom fließt, folgt

0 =
∫

df · g(r)j(r) =
∫

d3r div (g(r)j(r)) =
∫

d3r grad g(r) · j(r) +
∫

d3rg(r) div j(r), (10.2)

wobei die Integrale über die Oberfläche beziehungsweise das Volumen der Kugel erstreckt werden. Aus der
Kontinuitätsgleichung (1.12,3.1) folgt also

∫

d3r grad g(r) · j(r) = 0. (10.3)

Dies verwenden wir, um die Integrale in der Entwicklung (10.1) zu vereinfachen. Mit g(r) = xα folgt
∫

d3r jα(r) = 0. (10.4)

Damit fällt der erste Term der Entwicklung weg. Es gibt keinen mit 1/r abfallenden Beitrag im Vektorpotential
für die Magnetostatik, das heißt keinen magnetischen Monopol. Mit g(r) = xαxβ folgt

∫

d3r
(

xα jβ(r) + xβ jα(r)
)

= 0. (10.5)

Damit können wir umformen
∫

d3rxα jβ =
1
2

∫

d3r(xα jβ − xβ jα) +
1
2

∫

d3r(xα jβ + xβ jα). (10.6)

Das zweite Integral verschwindet, wie wir gerade gesehen haben. Das erste ändert sein Vorzeichen bei Aus-
tausch der Indices α und β. Man führt ein

∫

d3rxα jβ =
1
2

∫

d3r(xα jβ − xβ jα) = cεα,β,γmγ (10.7)

und bezeichnet den sich daraus ergebenden Vektor

m =
1
2c

∫

d3r′(r′ × j(r′)) (10.8)

als das magnetische Dipolmoment. Damit folgt dann

Aβ(r) =
xα
cr3

cεα,β,γmγ + ... (10.9)

A(r) =
m × r

r3
+ ... (10.10)

Mit B(r) = rot A(r) folgt

B(r) =
3r(m · r) −mr2

r5
+ ... (10.11)
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Dies ist das Feld eines magnetischen Dipols. Es hat die gleiche Form wie das elektrische Feld des elektrischen
Dipols (4.12)

E(r) = − grad
(p · r

r3

)

=
3r(p · r) − pr2

r5
, (10.12)

aber es besteht ein Unterschied am Ort des Dipols. An-
schaulich entnimmt man das der nebenstehenden Figur.
Man berechne den δ3(r)-Beitrag zu den beiden Dipolmo-
menten. Vergleiche (B.71).

B E

10.b Magnetisches Dipolmoment eines Ringstroms

Für das Dipolmoment eines Stromes auf einer geschlossenen Kurve erhält man

m =
I

2c

∫

r × dr =
I
c

f, (10.13)

zum Beispiel

mz =
I

2c

∫

(xdy − ydx) =
I
c

fz. (10.14)

Dabei ist fα die Projektion der vom Leiter eingeschlossenen Fläche auf die von den
beiden anderen Achsen aufgespannte Ebene

df =
1
2

r × dr. (10.15)

d
r

r

Falls j =
∑

i qiviδ
3(r − ri), dann folgt für das magnetische Moment aus (10.8)

m =
1
2c

∑

i

qiri × vi =
∑

i

qi

2mic
li, (10.16)

wobei mi für die Masse und li für den Drehimpuls steht. Haben wir es mit einer Sorte Ladungsträger zu tun,
dann gilt

m =
q

2mc
l. (10.17)

Dies gilt für Orbitalströme. Für Spins hat man dagegen

m =
q

2mc
gs, (10.18)

wobei s der Drehimpuls des Spins ist. Für Elektronen ist der gyromagnetische Faktor g = 2.0023 und die
Komponenten des Spins s nehmen die Werte ±~/2 an. Da der Bahndrehimpuls quantenmechanisch ganzzahlige
Vielfache von ~ annimmt, führt man als Einheit des magnetischen Moments des Elektrons das Bsche Mag-
neton ein, µB =

e0~

2m0c = 0.927 · 10−20 dyn1/2 cm2.

10.c Kraft und Drehmoment auf einen Dipol im äußeren magnetischen Feld

10.c.α Kraft

Eine äußere magnetische Induktion Ba übt auf einen Ringstrom die L-Kraft

K =
1
c

∫

d3rj(r)×Ba(r) = −1
c

Ba(0)×
∫

d3rj(r)− 1
c
∂Ba

∂xα
×

∫

d3rxα jβ(r)eβ− ... = −
∂Ba

∂xα
× eβεα,β,γmγ (10.19)
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aus. Wir formen mγεα,β,γeβ = mγeγ × eα = m × eα um und finden

K = −∂Ba

∂xα
× (m × eα) = (m · ∂Ba

∂xα
)eα − (eα ·

∂Ba

∂xα
)m. (10.20)

Der letzte Term verschwindet wegen div B = 0. Für den ersten Term der rechten Seite erhalten wir (m · ∂Ba
∂xα

)eα =

mγ
∂Ba,γ

∂xα
eα = mγ

∂Ba,α

∂xγ
eα = (m∇)Ba, wobei wir rot Ba = 0 in der Gegend des Dipols verwendet haben. Daher bleibt

K = (m grad )Ba (10.21)

als Kraft auf den magnetischen Dipol ausgedrückt durch den Vektorgradienten (B.18). Dies ist in Analogie zu
(4.35), wo wir als Kraft auf den elektrischen Dipol (p grad )Ea erhielten.

10.c.β Drehmoment

Das mechanische Drehmoment auf den magnetischen Dipol ergibt sich zu

Mmech =
1
c

∫

d3rr × (j × Ba) = −1
c

Ba

∫

d3r(r · j) + 1
c

∫

d3r(Ba · r)j. (10.22)

Das erste Integral verschwindet, was man mit (10.3) und g = r2/2 leicht sieht. Das zweite Integral ergibt

Mmech =
1
c

eβBa,α

∫

d3rxα jβ = Ba,αeβεα,β,γmγ = m × Ba (10.23)

Analog war das Drehmoment auf einen elektrischen Dipol p × Ea, (4.36).
Aus dem Kraftgesetz schließt man auf die Energie eines magnetischen Dipols im äußeren Feldes zu

U = −m · Ba. (10.24)

Das ist korrekt für permanente magnetische Dipole. Aber das genaue Zustandekommen dieses Ausdrucks wird
erst bei Behandlung des Induktionsgesetzes klar (Abschnitt 13).
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11 Magnetismus in Materie. Feld einer Spule

11.a Magnetismus in Materie

Ähnlich wie wir die Polarisationsladungen in der Elektrostatik von den freibeweglichen Ladungen sepa-
riert haben, zerlegen wir die Stromdichte in eine freibewegliche Ladungsstromdichte jf und in die Mag-
netisierungsstromdichte jM, die etwa von Orbitalströmen der Elektronen herrührt

j(r) = jf(r) + jM(r). (11.1)

Wir führen dazu die Magnetisierung als magnetische Dipoldichte ein

M =
∑

mi

∆V
(11.2)

und führen wieder den Grenzübergang zum Kontinuum durch
∑

i

mi f (ri)→
∫

d3r′M(r′) f (r′). (11.3)

Dann erhalten wir für das Vektorpotential unter Verwendung von (10.10)

A(r) =
1
c

∫

d3r′
jf(r′)
|r − r′| +

∫

d3r′
M(r′) × (r − r′)
|r − r′|3 . (11.4)

Das zweite Integral lässt sich umformen in
∫

d3r′M(r′) × ∇′ 1
|r − r′| =

∫

d3r′
1

|r − r′|∇
′ ×M(r′), (11.5)

so dass man

A(r) =
1
c

∫

d3r′
1

|r − r′| (jf(r′) + c rot ′M(r′)) (11.6)

erhält. Es liegt nahe,
jM(r′) = c rot ′M(r′) (11.7)

als Magnetisierungsstromdichte zu interpretieren. Damit folgt dann für die magnetische Induktion

rot B(r) =
4π
c

jf(r) + 4π rot M(r). (11.8)

Man führt nun die magnetische Feldstärke

H(r) := B(r) − 4πM(r) (11.9)

ein, für die dann die Mgleichung

rot H(r) =
4π
c

jf(r) (11.10)

gilt. An der anderen Mgleichung div B(r) = 0 ändert sich dadurch nichts.
Für para- und diamagnetische Substanzen ist für nicht zu große Feldstärken

M = χmH, B = µH, µ = 1 + 4πχm, (11.11)

wobei χm als magnetische Suszeptibilität und µ als relative Permeabilität bezeichnet werden. Im Supraleiter
erster Art ist B = 0 (vollständiger Diamagnetismus). Die magnetische Induktion wird dort durch
Oberflächenströme vollständig aus dem Material verdrängt.
Als Randbedingungen folgt analog zur Argumentation für die dielektrische Verschiebung und die elektrische
Feldstärke die Stetigkeit der Normalkomponente Bn und bei Abwesenheit von Leitungsströmen die Stetigkeit
der Tangentialkomponenten Ht.
Im Gßschen Maßsystem werden M und H genau so wie B in dyn1/2 cm−1 gemessen, während im SI-System
B in Vs/m2, H und M in A/m gemessen werden. Dabei bestehen für H und M Umrechnungsfaktoren, die sich
durch einen Faktor 4π unterscheiden. Genaueres siehe Anhang A.
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11.b Feld einer Spule

Das Feld einer Spule längs ihrer Achse haben wir in (9.13) bestimmt. Wir wollen nun generell das Feld einer
zylindrischen Spule bestimmen. Dabei wollen wir zunächst ein elektrisches Analogon einführen. Das Feld
zweier Ladungen q und −q an den Orten r2 und r1 ist äquivalent zum Feld einer Linie elektrischer Dipole
dp = qdr′ von r′ = r1 bis r′ = r2. In der Tat finden wir für das Potential

Φ(r) =
∫ r2

r1

(r − r′) · dp
|r − r′|3 =

∫ r2

r1

q(r − r′) · dr′

|r − r′|3 = −q
2

∫ r2

r1

d(r − r′)2

|r − r′|3 =
q

|r − r2|
− q
|r − r1|

(11.12)

und damit das Feld

E(r) = q

(

r − r2

|r − r2|3
− r − r1

|r − r1|3
)

. (11.13)

Das magnetische Analogon besteht nun darin, sich eine lange dünne Spule aus magnetischen Dipolen

dm =
dI
dl

f
c

dr =
NI f
lc

dr (11.14)

zusammengesetzt zu denken. Berücksichtigen wir, dass das Feld des elektrischen und des magnetischen Dipols
die gleiche Form haben (10.11, 10.12) ausser am Ort des Dipols, so folgt, in dem wir q durch qm = NI f /(lc)
ersetzen, die magnetische Induktion

B(r) = qm

(

r − r2

|r − r2|3
− r − r1

|r − r1|3
)

. (11.15)

Das Feld hat also eine Form, die man durch zwei magnetische Monopole der Polstärke qm und −qm beschreiben
kann. Allerdings ist am Ort der Dipole das Feld im magnetischen Fall ein anderes. Dort, das heißt im Inneren
der Spule, muss nämlich wegen der Divergenzfreiheit des Feldes bzw. um das Asche Gesetz zu erfüllen
ein zusätzliches Feld B = 4πNI/(lc) zurückfließen.
Etwas genauer bekommt man das mit folgender Überlegung: Wir stellen die Stromdichte in Analogie zu (11.7)
als Rotationen einer fiktiven Magnetisierung jf = c rot Mf(r) dar. Für ein zylindrische Spule (der Querschnitt
muss nicht kreisförmig zu sein) parallel zur z-Achse setzt man einfach Mf = NIez/(cl) im Inneren der Spule,
außerhalb Mf = 0. Dann folgt aus

rot B =
4π
c

jf(r) = 4π rot Mf (11.16)

die Induktion B in der Form
B(r) = 4πMf(r) − gradΨ(r). (11.17)

Die Funktion Ψ bestimmt sich aus
div B = 4π div Mf − 4Ψ = 0 (11.18)

zu

Ψ(r) = −
∫

d3r′
div ′Mf(r′)
|r − r′| . (11.19)

Im vorliegenden Fall einer zylindrischen Spule ergibt die Divergenz einen Beitrag δ(z − z1)NI/(cl) an der
Grundfläche und einen Beitrag −δ(z − z2)NI/(cl) an der Deckfläche der Spule, da die Normalkomponente von
B auf diesen Flächen um NI/(cl) springt, so dass

Ψ(r) =
NI
cl

(
∫

F2

d2r′

|r − r′| −
∫

F1

d2r′

|r − r′|

)

(11.20)

bleibt, wobei F2 die Deckfläche und F1 die Grundfläche ist. Man erhält also daraus eine magnetische Induktion,
als ob auf der Deckfläche und der Grundfläche der Spule eine magnetische Ladung der Flächenladungsdichte
±NI/(cl) vorhanden wäre. Dieser Beitrag führt zu einem Sprung in der Induktion an Deck- und Grundfläche,
die aber durch den zusätzlichen Beitrag 4πMf in der Spule kompensiert wird. Die gesamte Polstärke ergibt sich
als Deck- (Grund-)fläche mal Flächenladungsdichte zu ±qm. Man bezeichnet Ψ(r) als magnetisches Potential.
Wegen des zusätzlichen Beitrags 4πMf(r) in (11.17) ist es im Gegensatz zu den Potentialen Φ(r) und A(r) nur
von bedingtem Nutzen. Wir werden es im Weiteren nicht verwenden.
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Aufgabe Man berechne Magnetfeld und magnetische Induktion für den Fall, dass die Spule mit einem Kern der
Permeabilität µ gefüllt ist.
Aufgabe Man zeige, dass die z-Komponente der magnetischen Induktion proportional zur Differenz des
Raumwinkels ist, unter dem vom jeweiligen Ort die (durchsichtig gedachte) Windungsfläche von außen und
von innen erscheint.
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12 Fsches Induktionsgesetz

Die Kraft auf Ladungsträger ist q(E + v × B/c). Dabei ist es für die Ladungsträger einerlei, ob die Kraft vom
elektrischen oder vom magnetischen Feld herrührt. Sie spüren also in einem zeitlich veränderlichen Magnetfeld
eine effektive Feldstärke

E(ind) = E +
v
c
× B (12.1)

mit rot E = −Ḃ/c. Die längs einer Leiterschleife induzierte Spannung beträgt daher

V (ind) =

∮

E · dr +
∮

(
v
c
× B) · dr. (12.2)

Das erste Integral ergibt einen Beitrag auf Grund der Magnetfeldveränderung. Für eine raumfeste Leiterschleife
und veränderliches B folgt (da v ‖ dr)

V (ind) =

∮

E · dr =
∫

rot E · df = −1
c

∫

∂B
∂t
· df = −1

c
dΨm

dt

∣

∣

∣

∣

∣

Schleife fest
. (12.3)

Das zweite Integral in (12.2) bringt einen Beitrag auf Grund der Bewegung der Leiterschleife. Um eine Leit-
erschleife zu untersuchen, die sich bewegt (und verbiegt), verwenden wir eine Parameterdarstellung der Leiter-
schleife r = r(t, p) mit dem körperfesten Parameter p. Für festes t gilt dann dr = (∂r/∂p)dp und

v =
∂r
∂t
+ λ(p, t)

∂r
∂p

(12.4)

mit einem λ = dp/dt, das von der Bewegung der Ladungen auf dem Leiter abhängt. Es folgt dann

dt
∮

(v
c
× B

)

· dr = −1
c

∫

(∂r
∂t
× ∂r
∂p

)

· B dp dt = −1
c

∫

df · B, (12.5)

da ∂r
∂t × ∂r

∂p dp dt gerade das Flächenelement ist, das in der Zeit dt vom Leiterelement dp überstrichen wird. Wir
finden daher

∮

(
v
c
× B) · dr = −1

c
dΨm

dt

∣

∣

∣

∣

∣

Bfest

. (12.6)

Die gesamte induzierte Spannung setzt sich aus der Änderung des Magnet-
flusses durch Änderung der magnetischen Induktion (12.3) und der Änderung
der Leiterschleife (12.6) zusammen

V (ind) = −1
c

dΨm

dt
, (12.7)

o)r
o)t

dt

)o
)o

r

p
dp

t

t+dt

ist also durch die totale Änderung des magnetischen Flusses durch die Leiterschleife gegeben. Es ist für einen
Generator gleichgültig, ob das erzeugende magnetische Feld rotiert oder die Spule, in der die Spannung induziert
wird.
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Das Betatron (nicht relativistisch) Die Elektronen bewegen sich auf
einer Kreisbahn und werden auf dieser durch die L-Kraft, die vom
Führungsfeld Bf ausgeht, gehalten. Dann müssen sich Zentrifugal-Kraft und
L-Kraft kompensieren

mv2

r
= e0

v
c

Bf → mv =
e0

c
Bfr. (12.8)

r
B

v
f

Beschleunigt werden die Elektronen durch die Induktion

d
dt

(mv) = −e0E =
e0

2πr
d
dt

1
c

∫

Bd f =
e0

2πrc
r2
π

dB̄
dt
. (12.9)

Dabei ist B̄ die mittlere magnetische Induktion innerhalb des Kreises. Man hat also

mv =
e0

2
B̄

r
c
=

e0

c
Bfr, (12.10)

woraus die Ẅsche Bedingung Bf = B̄/2 folgt.
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13 Induktivitäten und Stromkreise

13.a Induktivitäten

Der magnetische Fluss durch eine Spule beziehungsweise den Stromkreis # j ist gegeben durch

Ψm
j =

∫

df j · B(r j) =
∫

df j · rot A(r j) =
∮

dr j · A(r j). (13.1)

Mehrere Stromkreise erzeugen das Vektorpotential

A(r) =
∑

k

Ik

c

∮

drk

|r − rk|
. (13.2)

Daher lässt sich der magnetische Fluss ausdrücken durch

1
c
Ψm

j =
∑

k

L j,kIk (13.3)

mit

L j,k =
1
c2

∫

dr j · drk

|r j − rk|
. (13.4)

Es gilt daher L j,k = Lk, j. Ist j , k, so spricht man von Gegeninduktivitäten, bei j = k von Selbstinduktivitäten.
Bei der Berechnung der Selbstinduktivitäten nach (13.4) tritt eine logarithmische Divergenz auf, wenn man die
Stromverteilung über den Querschnitt nicht berücksichtigt. Bei einem Drahtradius r0 muss man |r j − rk| <
r0/(2e1/4) ausschließen (vgl. B-S), falls der Strom gleichmäßig über den kreisförmigen Querschnitt
verteilt ist.
Die Dimension der Induktivitäten ergibt sich zu s2/cm. Die Umrechnung in das SI-System ist gegeben durch
1s2/cm =̂9 · 1011Vs/A = 9 · 1011 H (Henry).
Sind die Bereiche des wesentlichen magnetischen Flusses mit einem Material der Permeabilität µ ausgefüllt, so
folgt aus rot H = 4πjf/c der Zusammenhang rot (B/µ) = 4πjf/c, so dass

LMat
j,k = µLVak

j,k . (13.5)

gilt. Man erhält also hohe Induktivitäten durch Kerne hoher Permeabilität µ ≈ 103...104 im Joch.
Induktivität einer langen Spule Ist ein geschlossenes magnetisches Joch der Länge l und des Querschnitts f
mit N Drahtwindungen umwickelt, die ein Strom I durchfliesst, so folgt aus dem Aschen Gesetz Hl =
4πIN/c und daraus die magnetische Induktion B = 4πINµ/(cl). Der magnetische Fluss lässt sich dann B f =
cL0NI mit L0 = 4πµ f /c2l schreiben. Für N Windungen ist der magnetische Fluss mit N zu multiplizieren, was
auf die Selbstinduktion L = L0N2 führt. Für die Gegeninduktivität zwischen zwei Schleifen mit N1 und N2

Windungen ergibt sich dann L1,2 = L0N1N2. Es gilt dann also generell

Li, j = L0NiN j, L0 =
4πµ f

c2l
. (13.6)

13.b Stromkreis-Elemente

Wir wollen nun Stromkreise betrachten, die folgende Elemente enthalten: Spannungsquellen, Osche
Widerstände, Induktivitäten und Kapazitäten. Während wir Induktivitäten und Kapazitäten bereits eingeführt
haben, ist noch kurz etwas zu den beiden anderen Elementen zu sagen:
Spannungsquellen Eine Spannungsquelle habe eine Spannung oder elektromotorische Kraft V (e)(t). Sie führt
dem System die Leistung V (e)I zu. Ein Beispiel stellt eine Batterie dar, die chemische Energie in elektro-
magnetische umwandelt. Auch die Spannungen V (ind) der Induktivitäten zählt man zu den elektromotorischen
Kräften.
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Osche Widerstände Für viele Materialien ist bei nicht zu großen elektrischen Feldstärken die Stromdichte
der Feldstärke proportional. Der Proportionalitätskoeffizient σ heißt Leitfähigkeit

j = σE. (13.7)

Für einen Draht der Länge l und des Querschnitts f folgt

I = j f = σ f E = σ
f
l

V (R). (13.8)

Dabei ist V (R) der Osche Spannungsabfall längs des Leiters. Man hat also das Gesetz

V (R) = RI, R =
l
σ f

(13.9)

mit dem Oschen Widerstand R. Im Gßschen Maßsystem wird die Leitfähigkeitσ in 1/s und der Widerstand
R in s/cm gemessen. Die Umrechnung in das SI-System erfolgt durch c−1=̂30Ω. In einem Oschen Widerstand
wird pro Zeiteinheit V (R)I an elektromagnetischer Energie in Wärme umgewandelt.

13.c Ksche Regeln

1. Ksche Regel (Knotenpunktsgesetz für die Ströme)

Das erste Ksche Gesetz besagt, dass an jedem Knoten, an dem mehrere Leiter enden,
die Summe der einlaufenden Ströme gleich der der auslaufenden ist

∑

Ieinlaufend =
∑

Iauslaufend. (13.10)

Diese Regel stellt also die makroskopische Form von div j = 0 dar. Im nebenstehenden Fall
beinhaltet sie I1 + I2 = I3 + I4.

I I

I I

1 2

3 4

2. Ksche Regel (Maschengesetz für die Spannungen)

Diese Regel besagt, dass längs eines Maschenumlaufs die Summe der elek-
tromotorischen Kräfte gleich der übrigen Spannungsabfälle ist

∑
(

V (e) + V (ind)
)

=
∑

(

V (R) + V (C)
)

, (13.11)

wobei

V (ind) = −d(LI)/dt, V (C) = q/C, dV (C)/dt = I/C. (13.12)

L V

C R

(e)

Diese Regel ist also das Fsche Induktionsgesetz in makroskopischer Form.

13.d Energie von Induktivitäten

Um die Energie von Induktivitäten zu bestimmen, betrachten wir Stromkreise mit eingeprägten Spannungen,
schen Widerständen und induktiven Kopplungen

V (e)
j + V (ind)

j = R jI j. (13.13)

Die zeitliche Änderung der elektromagnetischen Energie des Systems ergibt sich dann zu

U̇em =
∑

j

I jV
(e)
j −

∑

j

R jI
2
j + Lmech = −

∑

j

I jV
(ind)
j + Lmech (13.14)

mit

V (ind)
j = −1

c
Ψ̇m

j = −
d
dt

(
∑

k

L j,kIk). (13.15)

Dabei ist Lmech die an dem System verrichtete mechanische Leistung.
Wir betrachten nun mehrere Fälle:
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13.d.α Konstante Induktivitäten

Wir halten die Stromkreise fest, dann gilt L j,k = const, Lmech = 0. Dann folgt

U̇em =
∑

j,k

I jL j,k İk, (13.16)

woraus sich die Energie der Induktivitäten zu

Uem =
1
2

∑

j,k

I jL j,kIk (13.17)

ergibt.

13.d.β Gegeneinander bewegte Stromkreise

Wir bewegen nun die Stromkreise gegeneinander. Dann folgt

Lmech = U̇em +
∑

j

I jV
(ind)
j =

∑

j,k

(I jL j,k İk +
1
2

I jL̇ j,kIk) −
∑

j,k

(I jL̇ j,kIk + I jL j,k İk)

= −1
2

∑

j,k

I jL̇ j,kIk = −
∂Uem

∂t

∣

∣

∣

∣

∣

I
. (13.18)

Die mechanische Arbeit, die zu verrichten ist, wird also nicht durch die Veränderung der elektromagnetischen
Energie Uem bei konstanten Strömen I gegeben, sondern durch ihr Negatives.

13.d.γ Konstante magnetische Flüsse

Falls wir keine eingeprägten Spannungen V (e)
j = 0 haben und keine Widerstände R j = 0, dann gilt nach (13.13)

V (ind) = 0, woraus folgt, dass die magne tischen Flüsse Ψm
j unverändert bleiben. Die Induktion ist also bestrebt,

die Magnetflüsse aufrecht zu erhalten (Beispiel supraleitende Ringströme). Drücken wir Uem durch die Flüsse
aus,

Uem =
1

2c2

∑

j,k

Ψm
j (L−1) j,kΨ

m
k , (13.19)

so folgt mit der Matrix-Identität L̇−1 = −L−1L̇L−1 (die Identität erhält man durch Ableiten von LL−1 = 1 und
Auflösen nach L̇−1)

∂Uem

∂t

∣

∣

∣

∣

∣

Ψm
= −1

2

∑

j,k

I jL̇ j,kIk = Lmech. (13.20)

Die mechanische Leistung ist daher die zeitliche Ableitung der elektromagnetischen Energie bei konstanten
magnetischen Flüssen.

13.d.δ Kraft zwischen zwei Stromkreisen

Nach diesen Betrachtungen kommen wir auf die Kraft zwischen zwei Stromkreisen zurück. Wir hatten im
Abschnitt (9.e) die Kraft des Stromkreises 1 auf den Stromkreis 2 zu (9.21)

K2 =
1
c2

∫

d3rd3r′(j1(r′) · j2(r))∇ 1
|r − r′| (13.21)

berechnet. Gehen wir nun zu zwei Stromfäden über

r = r2 + a r′ = r1 (13.22)

d3r′j1(r′)→ dr1I1, d3rj2(r)→ dr2I2, (13.23)
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so folgt

K2 =
I1I2

c2

∫

(dr1 · dr2)∇2
1

|r2 + a − r1|
= I1I2∇aL1,2(a). (13.24)

Daher ist
Lmech = −K2 · ȧ = −I1I2L̇1,2 (13.25)

in Übereinstimmung mit (13.18).

13.d.ε Energie eines magnetischen Dipols im äußeren Magnetfeld

Wir können andererseits die Wechselwirkungsenergie eines magnetischen Dipols erzeugt durch eine
Stromdichte j in einem äußeren Feld Ba erzeugt durch eine Stromverteilung ja jetzt schreiben als

U =
1
c2

∫

d3rd3r′(j(r) · ja(r′))
1

|r − r′| =
1
c2

∫

d3rj(r) ·
∫

d3r′
ja(r′)
|r − r′| =

1
c

∫

d3rj(r) · Aa(r)

=
1
c

∫

d3rj(r) · (Aa(0) + xα∇αAa|r=0 + ...) =
1
c

∫

d3rxα jβ∇αAa,β

= εα,β,γmγ∇αAa,β = m · Ba. (13.26)

Dies ist jetzt der korrekte Ausdruck für die Wechselwirkungsenergie eines magnetischen Dipols m in einer
äußeren magnetischen Induktion Ba.

13.d.ζ Permanente magnetische Momente

Permanente magnetische Momente kann man als Stromkreise mit sehr großer Selbstinduktivität L j, j und kon-
stantem Fluss Ψm

j auffassen. Zur weiteren Berechnung lösen wir (13.3) nach I j auf

I j =
Ψm

j

cL j, j
−

∑

k, j

L j,kIk

L j, j
. (13.27)

Bei Verschiebung der magnetischen Momente verändern sich die Gegeninduktivitäten und man erhält

İ j = −
1

L j, j

(
∑

k, j

L̇ j,kIk +
∑

k, j

L j,k İk

)

. (13.28)

Falls die Selbstinduktivitäten L j, j sehr groß gegen die Gegeninduktivitäten sind, ändern sich die Ströme nur
wenig und die zweite Summe ist vernachlässigbar. Dann erhält man für den Selbst-Induktions-Beitrag aus der
Energie

d
dt

(

1
2

L j, jI
2
j

)

= L j, jI j İ j = −I j

∑

k, j

L̇ j,kIk. (13.29)

Daher erhält man durch eine Änderung von L j,k den Beitrag L̇ j,kI jIk direkt aus der Wechselwirkung zwischen den
Strömen I j und Ik, die einen Beitrag der Form (13.26) zu Uem liefern, und zwei Beiträge mit dem umgekehrten
Vorzeichen aus 1

2 L j, jI2
j und 1

2 Lk,kI2
k . Dies erklärt den Unterschied zwischen (10.24) und (13.26).
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14 Vollständige M-Gleichungen

14.a Widerspruchsfreiheit der M-Gleichungen

Im Abschnitt (1) haben wir die vier M-Gleichungen (1.13-1.16)

rot B(r, t) − ∂E(r, t)
c∂t

=
4π
c

j(r, t) (14.1)

div E(r, t) = 4πρ(r, t) (14.2)

rot E(r, t) +
∂B(r, t)

c∂t
= 0 (14.3)

div B(r, t) = 0 (14.4)

angegeben. Es sind dies acht Komponentengleichungen für die insgesamt sechs Komponenten Bα und Eα. Die
Gleichungen können daher nicht unabhängig voneinander sein. In der Tat bilden wir die Divergenz der ersten
Gleichung und vergleichen mit der zweiten Gleichung, so finden wir

−1
c

div Ė =
4π
c

div j = −4π
c
ρ̇, (14.5)

woraus wir sehen, dass in diesen beiden Gleichungen die Kontinuitätsgleichung (1.12) enthalten ist, und diese
auch nur erfüllt werden können, wenn die Ladung erhalten ist. Zum anderen folgt daraus aber auch

∂

∂t
( div E − 4πρ) = 0. (14.6)

Wenn also zu einer Zeit die Gleichung (14.2) und zu allen Zeiten die Kontinuitäts-Gleichung erfüllt sind, so
garantiert (14.1) dafür, dass (14.2) zu allen Zeiten erfüllt ist.
Ähnlich folgt aus der Divergenz von (14.3)

∂

∂t
( div B) = 0. (14.7)

Wenn also (14.4) zu einer Zeit erfüllt ist, so ist sie auf Grund von (14.3) zu allen Zeiten erfüllt.
Die Gleichungen (14.1) und (14.3) erlauben die Berechnung von B und E, falls j zu allen Zeiten gegeben ist
und B und E zu einer Zeit t0 gegeben sind und zu dieser Zeit (14.2) und (14.4) erfüllt sind. ρ ergibt sich dann
aus der Kontinuitätsgleichung.
Der einzige Beitrag, den wir bisher nicht betrachtet haben, ist der Beitrag proportional zu Ė in (14.1). Er wurde
von M gefunden. Er hat Ė/(4π) als Verschiebungsstrom bezeichnet, da (14.1) in der Form

rot B =
4π
c

(j +
1

4π
Ė) (14.8)

geschrieben werden kann. Mit der Einführung dieses Terms wurde das Gleichungssystem (14.1-14.4) wider-
spruchsfrei. Gleichzeitig erlaubt dieses System dann die Beschreibung elektromagnetischer Wellen.
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14.b M-Gleichungen für freibewegliche Ladungen und Ströme

Die Ladungsdichte und die Stromdichte werden zerlegt (vgl. Abschnitt 6.a und 11)

ρ = ρf + ρP (14.9)

j = jf + jP + jM. (14.10)

Dabei waren ρf und jf die freibeweglichen Anteile, während ρP und das hier eingeführte jP die Polarisations-
Anteile sind. Wir hatten für das elektrische Dipolmoment im Volumen∆V ausgedrückt durch die Dipolmomente
pi, die wieder durch Ladungspaare ±qi im Abstand ai dargestellt werden

P∆V =
∑

pi =
∑

qiai (14.11)

jP∆V =
∑

ṗi =
∑

qiȧi (14.12)

mit jP = Ṗ (in ruhender Materie). Dazu kommt dann noch die in Abschnitt 11 eingeführte Mag-
netisierungsstromdichte

jM = c rot M. (14.13)

Für diese Ladungs- und Stromdichten gilt

∂ρf

∂t
+ div jf = 0 (14.14)

∂ρP

∂t
+ div jP = 0 (14.15)

div jM = 0. (14.16)

Durch Einsetzen dieser Ladungs- und Stromdichten in (14.1) ergibt sich

rot B − 1
c

Ė =
4π
c

(jf + Ṗ + c rot M), (14.17)

woraus

rot (B − 4πM) − ∂

c∂t
(E + 4πP) =

4π
c

jf (14.18)

folgt. Führen wir wieder wie in (11.9) und (6.6) das magnetische Feld H = B − 4πM und die dielektrische
Verschiebung D = E + 4πP ein, so wird (11.10) erweitert zu

rot H − 1
c

Ḋ =
4π
c

jf . (14.19)

Entsprechend folgt aus (14.2) wie in (6.7)
div D = 4πρf . (14.20)

Die M-Gleichungen (14.3) und (14.4) bleiben unverändert. Man bezeichnet die Gleichungen
(14.19,14.20) auch als die M-Gleichungen in Materie.
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15 Energie- und Impuls-Bilanz

15.a Energie

Wir betrachten ein Volumen eines Systems mit freibeweglichen Ladungen und festgehaltener Materie. Auf die
freibeweglichen Ladungen wirkt die Kraftdichte k = ρf(E + v × B/c). Bewegen wir die Ladungen mit der
Geschwindigkeit v, so müssen wir dem System gegen diese Kraftdichte die Leistung −

∫

d3rk ·v = −
∫

d3rjf ·E
zuführen. Wir formen nun mittels (14.19), (B.30) und (14.3) um

−jf · E = − c
4π

E · rot H +
1

4π
E · Ḋ = c

4π
div (E ×H) − c

4π
H · rot E +

1
4π

E · Ḋ

=
c

4π
div (E ×H) +

1
4π

(H · Ḃ + E · Ḋ). (15.1)

Diese Beiträge interpretiert man folgendermaßen: In ruhender Materie stellt der zweite Beitrag die zeitliche
Änderung der Energiedichte u(ρm,D,B) dar mit

du =
∂u
∂ρm

dρm +
1

4π
E · dD +

1
4π

H · dB. (15.2)

Wir gehen der Einfachheit halber davon aus, dass die Energie der Materie von ihrer Massendichte ρm, aber nicht
vom vollständigen Verzerrungszustand abhängt. Wir hatten schon früher gesehen, dass ∂u/∂D = E/(4π) gilt.
Ähnlich kann man aus dem Induktionsgesetz zeigen, dass ∂u/∂B = H/(4π) für starre Materie gilt. Hier die
Herleitung in Kurzform

δUem = −
∑

j

V (ind)
j δtI j =

1
c

∑

j

I jδΨ
m
j =

1
c

∑

j

I j

∫

df j · δB(r) =
1
c

∑

j

I j

∫

dr · δA(r)

=
1
c

∫

d3rjf(r) · δA(r) =
1

4π

∫

d3r rot H(r) · δA(r) =
1

4π

∫

d3rH(r) · rot δA(r)

=
1

4π

∫

d3rH(r) · δB(r). (15.3)

Da die Materie festgehalten wird, trägt ∂u/∂ρmρ̇m nichts bei. Wir setzen daher für die Energie des Volumens V

U(V) =
∫

V
d3r u(ρm(r),D(r),B(r)) (15.4)

und führen den P-Vektor
S =

c
4π

E ×H (15.5)

ein. Es gilt dann

−
∫

V
d3rjf · E = U̇(V) +

∫

V
d3r div S = U̇(V) +

∫

∂V
df · S(r). (15.6)

Die dem Volumen V zugeführte Energie wird zum Teil im Volumen gespeichert (U̇), zum anderen Teil aber
durch die Oberfläche des Systems transportiert. Dieser Energietransport ist durch die Energiestromdichte S
gegeben. Ähnlich wie durch eine Fläche pro Zeiteinheit die Ladung

∫

df · jf transportiert wird, wird (in ruhen-
der Materie) die Energie

∫

df · S transportiert. Der P-Vektor gibt daher die elektromagnetische Energie-
stromdichte an.
Wir bemerken, dass für D = εE, B = µH die Energiedichte

u = u0(ρm) +
1

8π
(D · E + B ·H) (15.7)

folgt.
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Beispiel: Stromdurchflossener gerader Leiter

Wir betrachten einen vom Strom I durchflossenen geraden Draht in Richtung
der z-Achse. Auf Grund des Aschen Gesetzes gilt bei Integration auf
einem konzentrischen Kreis mit Radius r um den Leiter

∮

H · dr =
4π
c

I, H =
2I
cr

eφ. (15.8)

Längs des Leiters bestehe auf Grund des schen Widerstandes ein Span-
nungsabfall V (R), verknüpft mit einem elektrischen Feld parallel zum Draht,
E = E0ez. Daraus folgt der P-Vektor

x

y

r

H

S =
c

4π
E ×H = − IE0er

2πr
(15.9)

mit einem Energiefluss
∫

S · df = −IE0l = −IV (R) (15.10)

durch den Zylindermantel des Drahtes über die Länge l nach außen. Mit anderen Worten, es fließt in den Draht
die sche Leistung IV (R). Diese wird im Draht in Wärme umgewandelt.

15.b Impuls-Bilanz

Wir führen die Impuls-Bilanz nur für das Vakuum mit Ladungsdichten ρ und Stromdichten j durch. Wir wollen
das System in Ruhe halten. Dann müssen wir gegen die Kraftdichte k = ρE+ j×B/c eine Gegenkraftdichte −k
wirken lassen, so dass einem Volumen V pro Zeiteinheit der Impuls −

∫

V
d3r k zugeführt wird. Wir formen nun

wieder mit (14.1) und (14.3) um

−k = −ρE − 1
c

j × B = − 1
4π

E div E +
1

4π
B × rot B +

1
4πc

Ė × B. (15.11)

Mit (14.3) und (14.4)

Ė × B = (E × B)̇ − E × Ḃ = (E × B)̇ + cE × rot E (15.12)

B div B = 0 (15.13)

folgt

−k =
1

4πc
(E × B)̇ +

1
4π

(E × rot E − E div E + B × rot B − B div B). (15.14)

Nun ist

Ec × (∇ × E) − Ec(∇E) = ∇(E · Ec) − E(∇Ec) − Ec(∇ · E) =
1
2
∇E2 − (∇E)E. (15.15)

Wir haben hier Größen, auf die der ∇-Operator nicht wirkt, mit einem Index c gekennzeichnet. Im letzten Term
des obigen Ausdrucks wirkt der ∇-Operator tatsächlich auf beide Faktoren E. Damit können wir schreiben

−k =
∂

∂t
gs − ∇βTα,βeα, (15.16)

mit

gs =
1

4πc
E × B, (15.17)

Tα,β =
1

4π
(EαEβ + BαBβ) −

δα,β

8π
(E2 + B2). (15.18)

Dabei wird gs als die Strahlungsimpulsdichte bezeichnet, und Tα,β sind die Komponenten des Spannungsten-
sors, dessen elektrostatischen Anteil wir bereits in der Elektrostatik (8.38) kennengelernt haben. Mit diesen
Größen gilt dann

d
dt

∫

V
d3r gs(r) = −

∫

V
d3r k +

∫

∂V
eαTα,βd fβ. (15.19)
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Dies ist die Impuls-Bilanz für das Volumen V. Die linke Seite stellt die zeitliche Änderung des Impulses im
Volumen V dar, die rechte Seite den zugeführten Impuls. Er besteht aus zwei Anteilen: Der erste ist der Impuls,
den wir hinzufügen, indem wir gegen die elektromagnetische Kraftdichte k eine Gegenkraft wirken lassen. Der
zweite Anteil wirkt in Form von Spannungen an der Oberfläche. Man kann ihn auch als Fluss des Impulses
betrachten. Der Spannungstensor stellt bis auf das Vorzeichen eine Impulsflussdichte dar. Er trägt zwei Indices.
Einer (α) bezieht sich auf die Komponente des Impulses, der andere (β) auf die Richtung des Flusses.
Wir haben hier nur den elektromagnetischen Impuls im Vakuum behandelt, während wir die elektromagnetische
Energie auch in Materie untersucht haben. Warum ist es schwieriger, den Impuls in Materie zu behandeln?
In beiden Fällen haben wir das System in Ruhe untersucht. Hält man die Materie fest, so tragen die dabei
aufgewendeten Kräfte nicht zur Energie-Bilanz bei. Schließlich ist die Leistung als Kraft mal Geschwindigkeit
gegeben. Da die Geschwindigkeit der Materie gleich Null ist, trägt die auf die Materie wirkende Kraft nicht zur
Energie-Bilanz bei. Anders ist es bei der Impuls-Bilanz. Da tragen alle Kräfte bei. Man könnte daran denken,
von einem kräftefreien Zustand auszugehen. Dann tritt allerdings das Problem auf, dass bei Verschiebung der
freibeweglichen Ladungen überall in der Materie Kräfte auftreten können, die wir erst kennen müssten. Daher
können wir hier die Energie-Bilanz in Materie behandeln, hätten aber mit der Impuls-Bilanz Probleme.
In der Literatur gibt es widersprüchliche Aussagen: M hat 1908 für den elektromagnetischen Impuls
in Materie D × B/(4πc) angegeben. Man findet dies auch im Lehrbuch von S (allerdings mit Ein-
schränkungen). Andererseits gibt A 1910 E × H/(4πc) an. Man findet dies auch im Lehrbuch von
L und L.
Tatsächlich sind zwei Dinge zu beachten, die häufig nicht berücksichtigt werden:
1) Die Wechselwirkung zwischen elektromagnetischem Feld und Materie muss berücksichtigt werden. Die
Materie kann nicht als starr angenommen werden.
2) Man muss genau definieren, was man unter dem elektromagnetischen Impuls versteht, da man sonst alles in
den unbekannten Rest mechanischen Impuls schieben kann, also keine Aussage gemacht hat. Ohne Herleitung
sei nur angegeben, dass man ein System modellieren kann, dem man entnimmt: Im lokalen Ruhesystem der
Materie ist die Impulsdichte E × H/(4πc) = S/c2. Allerdings kann man zeigen, dass es in homogener Materie
eine weitere Erhaltungsgröße auf Grund dieser Homogenität gibt, die im lokalen Ruhesystem den Wert D ×
B/(4πc) annimmt. Vollzieht man Ss Argument nach, so stellt man in der Tat fest, daß es sich nur für
eine ortsunabhängige Dielektrizitätskonstante ε durchführen lässt.
Beispiel: Zylinderkondensator im Magnetfeld

Wir betrachten einen Zylinderkondensator der Länge l mit Außenradius r1

und Innenradius r2 mit einer Ladung q außen und −q innen. Zwischen den
beiden Zylindern sei Vakuum. Parallel zur Achse sei ein Magnetfeld B0.
Dann haben wir in Zylinderkoordinaten

E = −2q
lr

er, B = B0ez, gs =
1

4πc
2qB0

lr
eφ. (15.20)

Daraus errechnet sich ein Drehimpuls L in z-Richtung

r

r

l
B

2

1

Lz =

∫

dzd2r(r × gs)z =

∫

dzd2rr
2qB0

4πclr
=

qB0

2c
(r2

1 − r2
2). (15.21)

Wenn wir den Kondensator nun entladen, dann muss der Entladungsstrom durch das Magnetfeld fließen. Dabei
wirkt die L-Kraft, die dem System ein mechanisches Drehmoment Mmech gibt

Mmech =

∫

d3r r × (
1
c

j × B) =
I
c

∫

r × (dr × B) =
I
c

∫

((r · B)dr − (r · dr)B), (15.22)

woraus sich

Mmech,z = −
IB0

c

∫ r2

r1

rdr =
IB0

2c
(r2

1 − r2
2) (15.23)

und damit der mechanische Drehimpuls

Lz =
qB0

2c
(r2

1 − r2
2) (15.24)
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errechnet. Durch die Entladung wurde also der elektromagnetische Drehimpuls (15.21) in mechanischen (15.24)
umgewandelt. Anstatt den Kondensator zu entladen, kann man auch das Magnetfeld abschalten. Dabei wird
eine elektrische Feldstärke

∮

E(ind) · dr = −1
c

∫

Ḃ · df = −1
c
πr2Ḃ0, E(ind) = − 1

2c
rḂ0eφ (15.25)

induziert, die auf die Ladungen ein Drehmoment

Mmech = qr1 × E(ind)(r1) − qr2 × E(ind)(r2) (15.26)

Mmech,z = qr1(− 1
2c

r1Ḃ0) − qr2(− 1
2c

r2 Ḃ0) (15.27)

ausübt, so dass der Kondensator die mechanische Drehimpulskomponente

Lz =
qB0

2c
(r2

1 − r2
2) (15.28)

erhält. In beiden Fällen wird also der elektromagnetische Drehimpuls in den gleichen mechanischen Drehimpuls
umgewandelt.
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16 Elektromagnetische Wellen im Vakuum und in homogenen
isotropen Isolatoren

16.a Wellengleichung

Wir betrachten elektromagnetische Wellen in einem homogenen isotropen Isolator einschließlich dem Vakuum.
Das heißt, wir verlangen, dass die Dielektrizitätskonstante ε und die Permeabilität µ orts- und zeitunabhängig
sind. Wir verlangen weiterhin, dass keine freien Ströme und Ladungen auftreten ρf = 0, jf = 0. Das Material
ist also ein Isolator. Damit lauten dann die vier M-Gleichungen, ausgedrückt durch E und H mit Hilfe
von D = εE und B = µH

div E = 0, div H = 0, (16.1)

rot H =
ε

c
Ė, rot E = −µ

c
Ḣ. (16.2)

Daraus folgt

rot rot H =
ε

c
rot Ė = − εµ

c2
Ḧ (16.3)

Mit
rot rot H = ∇ × (∇ ×H) = −4H + ∇(∇ ·H) (16.4)

folgt unter Berücksichtigung von (16.1) für H und analog für E

4H =
1

c′2
Ḧ, (16.5)

4E =
1

c′2
Ë, (16.6)

c′ =
c√
εµ
. (16.7)

Die Gleichungen (16.5) und (16.6) heißen Wellengleichungen.

16.b Ebene Wellen

Wir suchen nun partikuläre Lösungen der Wellengleichungen und beginnen mit Lösungen, die nur von z und t
abhängen, E = E(z, t), H = H(z, t). Für die z-Komponenten folgt dann

div E = 0 → ∂Ez

∂z
= 0 (16.8)

( rot H)z = 0 =
ε

c
Ėz → ∂Ez

∂t
= 0. (16.9)

In der z-Richtung ist mit diesem Ansatz also nur ein statisches homogenes Feld, das heißt ein konstantes Feld
Ez möglich. Entsprechendes gilt auch für Hz. Wir sehen hieraus bereits, dass elektromagnetische Wellen
Transversal-Wellen sind.
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Für die x- und die y-Komponenten folgt

(∇ ×H)x =
ε

c
Ėx → −∇zHy =

ε

c
Ėx → −∇z(

√
µHy) =

1
c′

(
√
εEx)̇ (16.10)

(∇ × E)y = −
µ

c
Ḣy → ∇zEx = −

µ

c
Ḣy → ∇z(

√
εEx) = − 1

c′
(
√
µHy)̇. (16.11)

Ex ist mit Hy verknüpft, analog Ey mit −Hx. Wir können die beiden Gleichungen (16.10) und (16.11) zusam-
menfassen zu

∂

∂t
(
√
εEx ±

√
µHy) = ∓c′

∂

∂z
(
√
εEx ±

√
µHy). (16.12)

Die Lösung dieser Gleichung und der entsprechenden für Ey mit −Hx ist
√
εEx ±

√
µHy = 2 f±(z ∓ c′t), (16.13)√

εEy ∓
√
µHx = 2g±(z ∓ c′t), (16.14)

mit beliebigen (differenzierbaren) Funktionen f± und g±, woraus dann
√
εEx = f+(z − c′t) + f−(z + c′t) (16.15)
√
µHy = f+(z − c′t) − f−(z + c′t) (16.16)√
εEy = g+(z − c′t) + g−(z + c′t) (16.17)
√
µHx = −g+(z − c′t) + g−(z + c′t) (16.18)

folgt. Es handelt sich also um die Überlagerung von Wellen beliebiger Form, die nach oben ( f+, g+) und nach
unten ( f−, g−) mit der Geschwindigkeit c′ laufen. c′ = c/

√
εµ ist also die Ausbreitungsgeschwindigkeit der

elektromagnetischen Wellen (des Lichtes) in dem jeweiligen Medium. Insbesondere finden wir, dass c die
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ist.
Wir berechnen noch die Energiedichte

u =
1

8π
(εE2 + µH2) =

1
4π

( f 2
+ + g2

+ + f 2
− + g2

−) (16.19)

und die Energiestromdichte in Form des P-Vektors

S =
c

4π
E ×H =

c′ez

4π
( f 2
+ + g2

+ − f 2
− − g2

−), (16.20)

wobei wir ein homogenes Feld in z-Richtung nicht berücksichtigt haben. Durch Vergleich der Ausdrücke
für u und S jeweils nur für die nach oben oder unten laufenden Anteile sieht man, dass die Energie mit der
Geschwindigkeit der Welle ±c′ez transportiert wird, da S = ±c′ezu. Wir bemerken noch, dass die Welle, für die
Ey = 0 und Hx = 0, das heißt g± = 0, linear polarisiert in x-Richtung heißt. Für die Angabe der Polarisation-
srichtung ist immer die Richtung des Vektors E maßgeblich.

16.c Überlagerung ebener periodischer Wellen

Allgemein kann man die elektrische Feldstärke als F-Integral ansetzen

E(r, t) =
∫

d3kdωE0(k, ω)ei(k·r−ωt), (16.21)

analog für H. Damit drücken wir die Felder als Überlagerung ebener periodischer Wellen aus.

16.c.α Einschub über F-Reihen und Integrale

Die F-Reihe einer Funktion mit Periode L, f (x + L) = f (x), lautet

f (x) = ĉ
∞
∑

n=−∞
fne2πinx/L. (16.22)
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fn sind die F-Koeffizienten von f . Die Darstellung ist möglich für quadrat-integrable Funktionen, mit
einer endlichen Anzahl von Unstetigkeits-Stellen. ĉ ist eine geeignete Konstante. Die Rücktransformation, das
heißt die Berechnung der F-Koeffizienten gewinnt man aus

∫ L/2

−L/2
dxe−2πinx/L f (x) = ĉL fn, (16.23)

wie man durch Einsetzen in (16.22) und Vertauschen von Summation und Integration leicht sehen kann. Die
F-Transformation für eine von −∞ bis +∞ definierte nicht notwendig periodische Funktion f (x) gewinnt
man, indem man den Grenzübergang L→ ∞ durchführt und

k :=
2πn

L
, fn = f0(k), ĉ = ∆k =

2π
L

(16.24)

definiert. Dann geht nämlich (16.22) in

f (x) =
∑

∆k f0(k)eikx →
∫ ∞

−∞
dk f0(k)eikx (16.25)

über und die Rück-Transformation (16.23) in
∫ ∞

−∞
dx f (x)e−ikx = 2π f0(k). (16.26)

Damit können wir zum Beispiel die Rücktransformation von (16.21) zu

E0(k, ω) =
1

(2π)4

∫

d3rdte−i(k·r−ωt)E(r, t) (16.27)

angeben.

16.c.β Zurück zu den M-Gleichungen

Die Darstellung durch die F-Transformierte hat den Vorteil, dass die Gleichungen einfacher werden.
Durch Anwendung der Operationen ∇ und ∂/∂t auf die Exponentialfunktion

∇ei(k·r−ωt) = ikei(k·r−ωt),
∂

∂t
ei(k·r−ωt) = −iωei(k·r−ωt) (16.28)

in den M-Gleichungen folgt für die F-Komponenten

∇ · E = 0 → ik · E0(k, ω) = 0 (16.29)

∇ ·H = 0 → ik ·H0(k, ω) = 0 (16.30)

∇ ×H =
ε

c
Ė → ik ×H0(k, ω) = −i

ε

c
ωE0(k, ω) (16.31)

∇ × E = −µ
c

Ḣ → ik × E0(k, ω) = i
µ

c
ωH0(k, ω). (16.32)

Der Vorteil dieser Darstellung besteht darin, daß immer nur F-Komponenten mit gleichem k und ω

miteinander verknüpft sind. Für k = 0 folgt ω = 0, wobei E0, H0 beliebig sein können. Dies sind die statischen
homogenen Felder. Für k , 0 folgt aus (16.29) und (16.30), dass

E0(k, ω) ⊥ k, H0(k, ω) ⊥ k. (16.33)

Aus den beiden anderen Gleichungen (16.31) und (16.32) folgt

k × (k × E0(k, ω)) =
µ

c
ωk ×H0(k, ω) = − εµ

c2
ω2E0(k, ω). (16.34)

Daraus folgt

k(k · E0(k, ω)) − k2E0(k, ω) = − 1
c′2
ω2E0(k, ω), (16.35)
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analog für H0. Wegen (16.29) verschwindet der erste Term auf der linken Seite von (16.35). Es gibt also
nicht verschwindende Lösungen, wenn die Beziehung ω = ±c′k erfüllt ist. Dies ist die Dispersionsrelation für
elektromagnetische Wellen, das heißt der Zusammenhang zwischen Frequenz und Wellenvektor für elektromag-
netische Wellen. Unter Berücksichtigung dieser Bedingung können wir schreiben

E0(k, ω) =
1
2
δ(ω − c′k)E1(k) +

1
2
δ(ω + c′k)E2(k). (16.36)

und damit

E(r, t) =
∫

d3k

(

1
2

E1(k)ei(k·r−c′kt) +
1
2

E2(k)ei(k·r+c′kt)

)

. (16.37)

Da die elektrische Feldstärke reell sein muss, muss sie mit ihrem Konjugiert-komplexen übereinstimmen

E∗(r, t) =

∫

d3k

(

1
2

E∗1(k)e−i(k·r−c′kt) +
1
2

E∗2(k)e−i(k·r+c′kt)

)

=

∫

d3k

(

1
2

E∗1(−k)ei(k·r+c′kt) +
1
2

E∗2(−k)ei(k·r−c′kt)

)

. (16.38)

Durch Koeffizienten-Vergleich folgt
E∗2(k) = E1(−k). (16.39)

Damit haben wir dann

E(r, t) =

∫

d3k

(

1
2

E1(k)ei(k·r−c′kt) +
1
2

E∗1(−k)ei(k·r+c′kt)

)

=

∫

d3k

(

1
2

E1(k)ei(k·r−c′kt) +
1
2

E∗1(k)e−i(k·r−c′kt)

)

= <
(

∫

d3kE1(k)ei(k·r−c′kt)
)

. (16.40)

Für H0 folgt dann aus (16.32)

H0(k, ω) =
c
µω

k × E0(k, ω) =
√

ε

µ

(

δ(ω − c′k)
k
2k
× E1(k) − δ(ω + c′k)

k
2k
× E2(k)

)

(16.41)

und damit für H

H(r, t) =<
(

∫

d3k

√

ε

µ

k
k
× E1(k)ei(k·r−c′kt)

)

. (16.42)

Trägt nur eine F-Komponente bei, E1(k) = δ3(k − k0)E1,0 (Idealisierung), so spricht man von einer
monochromatischen Welle,

E(r, t) = <(E1,0ei(k0·r−c′k0t)) (16.43)

H(r, t) =

√

ε

µ
<

(k0

k0
× E1,0ei(k0·r−c′k0t)

)

. (16.44)

Von linear polarisierten Wellen (Licht) spricht man, wenn E1,0 = e1E1,0 mit einem reellen Einheitsvektor e1,
von zirkular polarisierten, wenn E1,0 = (e1 ∓ ie2)E1,0/

√
2 mit reellen Einheitsvektoren e1 und e2, wobei e1,

e2 und k0 eine orthogonale Rechtsbasis bilden. Für das obere Vorzeichen ist die Welle rechts-, für das untere
links-polarisiert.

16.c.γ Zeitmittelwerte und Zeitintegrale

Die Energiedichte und der P-Vektor sind Größen, die bilinear in den Feldern sind. Hat man etwa
monochromatische Wellen, wie in (16.43) und (16.44), so oszillieren diese Größen. Man ist aber oft am Mittel-
wert dieser Größen interessiert. Haben wir also zwei Größen

a = <
(

a0e−iωt
)

, b = <
(

b0e−iωt
)

, (16.45)
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so ist

ab =
1
4

a0b0e−2iωt +
1
4

(a0b∗0 + a∗0b0) +
1
4

a∗0b∗0e2iωt. (16.46)

Der erste und der letzte Term oszillieren (wir nehmen ω , 0 an). Sie heben sich im Zeitmittel weg, so dass im
Zeitmittel bleibt

ab =
1
4

(a0b∗0 + a∗0b0) =
1
2
<(a∗0b0). (16.47)

Man beachte, dass a0 und b0 im allgemeinen komplex sind, und das Zeitmittel wesentlich von der relativen
Phase beider Größen und nicht nur von den Beträgen |a0| und |b0| abhängt.
Sind a und b durch F-Integrale gegeben,

a(t) = <
(

∫

dωa0(ω)e−iωt
)

(16.48)

und analog für b(t), so werden häufig die Zeitintegrale über diese Größen und deren Produkte endlich sein.
Hierzu müssen wir das Zeitintegral

∫ ∞
−∞ dte−iωt bestimmen. Dieses Integral ist nicht wohl definiert. Tatsächlich

soll es aber mit einer in ω stetigen Funktion multipliziert werden, so dass es auch genügt, herauszubekommen,
wie sich das Zeit-Integral über dieses Frequenz-Integral verhält. Hierzu gehen wir auf die Notation unseres
Einschubs mit x und k zurück und stellen fest, dass

∫ L/2

−L/2
dxe−2πinx/L = Lδ0,n, (16.49)

also
n+
∑

n=n−

∫ L/2

−L/2
dxe−2πinx/L = L, (16.50)

falls n− ≤ 0 und n+ ≥ 0 sind, sonst verschwindet die Summe. Jetzt führen wir wieder den Limes L → ∞ durch
und erhalten

k+
∑

k−

∆k
∫ L/2

−L/2
dxe−ikx = ∆kL →

∫ k+

k−

dk
∫ ∞

−∞
dxe−ikx = 2π, (16.51)

falls k− negativ und k+ positiv sind, sonst ist es Null. Daraus folgt
∫ ∞

−∞
dxe−ikx = 2πδ(k). (16.52)

Mit diesem Ergebnis finden wir
∫ ∞

−∞
dta(t)b(t) =

π

2

∫ ∞

−∞
dω

(

a0(ω) + a∗0(−ω))(b0(−ω) + b∗0(ω)
)

. (16.53)

Treten nur positive Frequenzen ω unter dem Integral auf, so erhält man
∫ ∞

−∞
dta(t)b(t) =

π

2

∫ ∞

0
dω

(

a0(ω)b∗0(ω) + a∗0(ω)b0(ω)
)

= π<
(

∫ ∞

0
dωa∗0(ω)b0(ω)

)

. (16.54)
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17 Elektromagnetische Wellen in homogenen Leitern

17.a Transversal-Schwingungen bei niedrigen Frequenzen

Wir untersuchen Transversal-Schwingungen in einem homogenen Leiter. Dabei setzen wir µ = 1. Aus

jf = σE (17.1)

folgt

rot B − 1
c
εĖ =

4π
c
σE. (17.2)

Bei periodischen Feldern der Kreisfrequenz ω,

E = E0(r)e−iωt, B = B0(r)e−iωt, (17.3)

entsprechend auch für ρf und jf , folgt dann

rot B0 + (
iω
c
ε − 4π

c
σ)E0 = 0. (17.4)

Dies können wir auch schreiben

rot B0 +
iω
c
ε(ω)E0 = 0, ε(ω) = ε − 4πσ

iω
. (17.5)

Aus der Kontinuitätsgleichung
ρ̇f + div jf = 0 (17.6)

folgt
−iωρf,0 + div jf,0 = 0 (17.7)

und damit

div D0 = 4πρf,0 =
4π
iω

div jf,0 =
4πσ
iω

div E0. (17.8)

Damit gilt
ε(ω) div E0 = 0 (17.9)

wegen div D0 = ε div E0. Wir können daher unsere bisherigen Ergebnisse von Isolatoren auf Leiter übertragen,
indem wir ε durch ε(ω) ersetzen. So finden wir

k2 = ε(ω)
ω2

c2
. (17.10)

Da ε(ω) komplex ist, ist für reelles ω der Wellenvektor k komplex. Wir setzen
√

ε(ω) = n + iκ, k =
ω

c
(n + iκ) (17.11)

und erhalten mit
eikz = eiωnz/c−ωκz/c (17.12)

eine gedämpfte Welle. Für die Felder ergibt sich dann

E = <(E0eiω(nz/c−t))e−ωκz/c, (17.13)

B = <(
√

ε(ω)ez × E0eiω(nz/c−t))e−ωκz/c. (17.14)

Die Amplitude fällt auf der Strecke d = c
ωκ

auf 1/e ab (Eindringtiefe). Für kleine Frequenzen kann man approx-
imieren

√

ε(ω) ≈
√

−4πσ
iω
= (1 + i)

√

2πσ
ω

, n = κ =

√

2πσ
ω

, d =
c√

2πσω
. (17.15)

Für Kupfer hat man σ = 5.8 · 1017 s−1, für ω = 2π · 50 s−1 folgt d = 9 mm. Man spricht vom Skin-Effekt. Der
Wechselstrom fällt im Leiter nach innen exponentiell ab, wobei der Abfall für höhere Frequenzen rapider ist.
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17.b Transversal-Schwingungen bei hohen Frequenzen

Tatsächlich hängen ε und σ von ω ab. Wir wollen das Frequenz-Verhalten der Leitfähigkeit modellmäßig
betrachten und gehen von der Bewegungsgleichung eines Ladungsträgers (zum Beispiel eines Elektrons im
Metall) aus,

m0r̈ = e0E − m0

τ
ṙ, (17.16)

wobei m0 und e0 Masse und Ladung des Ladungsträgers seien. Der letzte Term ist ein Reibungsterm, der die
Stöße mit anderen Teilchen pauschal beschreibt. Dabei ist τ die Relaxationszeit, die angibt, wie rasch die
Bewegung ohne elektrisches Feld abklingt. Mit jf = ρf ṙ = n0e0ṙ, wobei n0 die Dichte der freibeweglichen
Ladungsträger ist, folgt dann

m0

n0e0

∂jf

∂t
= e0E − m0

n0τe0
jf . (17.17)

Im stationären Fall ∂jf/∂t = 0 folgt die statische Leitfähigkeit σ0 =
n0τe2

0

m0
, so dass wir

τ
∂jf

∂t
= σ0E − jf (17.18)

schreiben können. Mit der Zeitabhängigkeit ∝ e−iωτ folgt dann

(1 − iωτ)jf,0 = σ0E0, (17.19)

was aufgelöst wird zu

jf,0 = σ(ω)E0 (17.20)

σ(ω) =
σ0

1 − iωτ
(17.21)

ε(ω) = ε − 4πσ0

iω(1 − iωτ)
. (17.22)

Für hohe Frequenzen, ωτ � 1 folgt daraus

ε(ω) = ε − 4πσ0

τω2
= ε −

4πn0e2
0

m0ω2
= ε

(

1 −
ω2

P

ω2

)

(17.23)

mit der Plasmafrequenz

ωP =

√

4πn0e2
0

εm0
. (17.24)

Für ω < ωP erhält man ein negatives ε(ω), das heißt

n = 0, κ =

√

ε
(ω2

P

ω2
− 1

)

(17.25)

mit einem exponentiellen Abfall der Welle. Für ω > ωP dagegen wird ε positiv,

n =

√

ε
(

1 −
ω2

P

ω2

)

, κ = 0. (17.26)

Für diese hohen Frequenzen ist der Leiter durchsichtig. Für Kupfer hat man 1/τ = 3.7 · 1013 s−1, σ0 = 5.8 · 1017

s−1 und ωP = 1.6 · 1016 s−1. Für sichtbares Licht hat man den Frequenz-Bereichω = 2.4...5.2 · 1015 s−1, so dass
Kupfer im sichtbaren Bereich undurchsichtig ist. In Elektrolyten ist jedoch die Ladungsträgerdichte niedriger,
die Masse der Ladungsträger höher, so dass die Plasmafrequenz niedriger ist. Daher sind Elektrolyte in der
Regel durchsichtig.
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17.c Longitudinale = Plasma-Schwingungen

Für ω = ωP ist ε(ω) = 0. Dann erlaubt (17.9) longitudinale elektrische Wellen

E = E0ezei(kzz−ωPt), B = 0. (17.27)

Diese gehen mit longitudinalen Schwingungen der Ladungsträger einher, die man erhält, wenn man den Rei-
bungsterm in (17.17) vernachlässigt.
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18 Reflexion und Brechung an einer ebenen Grenzfl äche

18.a Problemstellung und Ausbreitungsrichtung

Wir betrachten eine einlaufende ebene Welle ∝ ei(ke ·r−ωt) für x < 0,
ke = (k′, 0, kz), die auf die Grenzfläche x = 0 auftrifft. Für x < 0 habe
man die Dielektrizitätskonstante ε1 und die Permeabilität µ1, für x > 0
habe man ε2 und µ2. An der Grenzfläche x = 0 variiert die Welle wie
∝ ei(kzz−ωt). Für die reflektierte und die gebrochene Welle hat man das
gleiche Verhalten an der Grenzfläche, das heißt sie stimmen alle in kz,
ky und ω überein und unterscheiden sich nur in kx. Aus

k2
i =

εiµiω
2

c2
=

n2
i ω

2

c2
, ni =

√
εiµi (18.1)

folgt

x

e

dr

α

ε µ ε µ

α

1 1 2 2

21

1α

z

k2
1 = k2

z + k′2 =
n2

1ω
2

c2
kr = (−k′, 0, kz) (18.2)

k2
2 = k2

z + k′′2 =
n2

2ω
2

c2
kd = (k′′, 0, kz). (18.3)

Dabei sind n1,2 die Brechzahlen der beiden Medien. Die x-Komponente des Wellenvektors der reflektierten
Welle kr ist gerade das Negative der einlaufenden Welle. Daher stimmt der Einfallswinkel α1 mit dem Reflex-
ionswinkel überein. Falls k′′ reell ist, muss man k′′ > 0 wählen, damit die Welle ausläuft und nicht einläuft.
Falls k′′ imaginär ist, muss man =k′′ > 0 wählen, damit die Welle im Material 2 exponentiell abklingt und nicht
anwächst. Für reelles k′′ hat man

kz = k1 sinα1 = k2 sinα2. (18.4)

Daraus folgt mit (18.1) das Ssche Brechungsgesetz

n1 sinα1 = n2 sinα2. (18.5)

Falls sich sinα2 > 1 ergibt, entspricht das einem imaginären k′′. Wir bemerken schließlich noch

k′

k′′
=

k1 cosα1

k2 cosα2
=

tanα2

tanα1
. (18.6)

18.b Grenzbedingungen, Amplituden

Wir müssen nun zwei Polarisationen unterscheiden. Diese werden auf die Einfallsebene bezogen. Diese ist die
von der Richtung des einfallenden Strahls und von der Normalen auf die Grenzfläche aufgespannte Ebene (in
unseren Koordinaten die x-z-Ebene). Die Polarisation 1 liegt senkrecht zur Einfallsebene, das heißt E ist in
y-Richtung polarisiert. Die Polarisation 2 liegt in der Einfallsebene, H liegt in y-Richtung. Man erhält dann
folgende Polarisationen und Stetigkeitsbedingungen

Polarisation 1 Polarisation 2
E ⊥ Einfallsebene in Einfallsebene
H in Einfallsebene ⊥ Einfallsebene
Et E1,y = E2,y E1,z = E2,z (18.7)

Dn = εEn ε1E1,x = ε2E2,x (18.8)
Ht H1,z = H2,z H1,y = H2,y (18.9)

Bn = µHn µ1H1,x = µ2H2,x (18.10)
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Für die Polarisation 1 hat man daher für die elektrische Feldstärke

E(r, t) = ei(kzz−ωt)ey ·
{

(Eeeik′ x + Ere−ik′x) x < 0
Edeik′′ x x > 0

(18.11)

anzusetzen. Aus den M-Gleichungen erhält man daraus die magnetische Feldstärke

rot E = −µ
c

Ḣ =
iωµ

c
H, (18.12)

µHx =
c

iω
( rot E)x = −

c
iω

∂Ey

∂z
= −ckz

ω
Ey (18.13)

Hz =
c

iµω

∂Ey

∂x
= ei(kzz−ωt) c

ω
·














k′

µ1
(Eeeik′ x − Ere−ik′x) x < 0

k′′

µ2
Edeik′′ x x > 0.

(18.14)

Die Randbedingungen ergeben sich aus der Stetigkeit von Ey, die mit der Stetigkeit von µHx identisch ist, und
aus der Stetigkeit von Hz,

Ee + Er = Ed,
k′

µ1
(Ee − Er) =

k′′

µ2
Ed, (18.15)

woraus die Amplituden

Er =
µ2k′ − µ1k′′

µ2k′ + µ1k′′
Ee, Ed =

2µ2k′

µ2k′ + µ1k′′
Ee (18.16)

folgen.
Von der Polarisation 1 gelangt man zur Polarisation 2 durch die Transformation

E→ H, H→ −E, ε ↔ µ. (18.17)

Daher erhält man für die Amplituden

Hr =
ε2k′ − ε1k′′

ε2k′ + ε1k′′
He, Hd =

2ε2k′

ε2k′ + ε1k′′
He. (18.18)

18.c Diskussion für µ1 = µ2

Wir diskutieren nun die Ergebnisse für µ1 = µ2, da für viele Materialien die Permeabilität praktisch gleich 1 ist.

18.c.α Isolator, | sinα2| < 1: Brechung

Wir bestimmen nun die Amplitude der reflektierten Welle aus der der einfallenden Welle. Der Reflexionskoe-
ffizient R, das heißt der Anteil der Strahlungsleistung, die reflektiert wird, ergibt sich zu

R =
( Er

Ee

)2
=

( Hr

He

)2
, (18.19)

da der zeitgemittelte P-Vektor S = cE × H/(4π) für Vektoren E und H, die orthogonal auf einander
stehen, sich betragsmäßig zu

|S| = c
8π
|E| · |H| = c′

8π
εE2 =

c′

8π
µH2 (18.20)

ergibt. Für die Polarisation 1 ergibt sich mit (18.6)

Er =
k′ − k′′

k′ + k′′
Ee =

tanα2 − tanα1

tanα2 + tanα1
Ee =

sin(α2 − α1)
sin(α2 + α1)

Ee. (18.21)

Für die Polarisation 2 folgt

Hr =
n2

2k′ − n2
1k′′

n2
2k′ + n2

1k′′
He =

sin2 α1 tanα2 − sin2 α2 tanα1

sin2 α1 tanα2 + sin2 α2 tanα1
He =

tan(α1 − α2)
tan(α1 + α2)

He. (18.22)
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Man erkennt, dass bei der Polarisation 2 die Reflexion verschwindet, wenn α1 + α2 = 900, woraus dann wegen
sinα2 = cosα1 und (18.5) tanα1 = n2/n1 folgt. Dies ist der Bsche Winkel. Bei Einfall von Licht
unter diesem Winkel wird nur Licht der Polarisation 1 reflektiert. Dies kann zur Erzeugung linear polarisierten
Lichtes verwendet werden. Im Limes α gegen Null, das heißt bei senkrechtem Auffall des Lichtes ergibt sich
für beide Polarisationen (die in diesem Limes nicht mehr zu unterscheiden sind)

R =
(n2 − n1

n2 + n1

)2
, α = 0 (18.23)

18.c.β Isolator, | sinα2| > 1: Totalreflexion

In diesem Fall ist k′′ imaginär. Die Welle dringt nur noch exponentiell abklingend in das zweite Material ein.
Jeweils den ersten Ausdrücken in (18.21) und (18.22) entnimmt man, da der Zähler des Bruchs das konjugiert
Komplexe des Nenners ist, dass

|Er| = |Ee|, |Hr| = |He|. R = 1, (18.24)

Man hat also Totalreflexion.

18.c.γ Metallische Reflexion, α = 0

Im Falle der metallischen Reflexion setzen wir n1 = 1 (Vakuum oder Luft) und n2 = n + iκ (17.11). Dann folgt
für den Reflexionskoeffizient für α = 0 aus (18.23)

R =
∣

∣

∣

∣

∣

n + iκ − 1
n + iκ + 1

∣

∣

∣

∣

∣

2

=
(n − 1)2 + κ2

(n + 1)2 + κ2
= 1 − 4n

(n + 1)2 + κ2
. (18.25)

Für ωε � 2πσ folgt dann aus (17.5) und (17.15)

n ≈ κ ≈
√

2πσ
ω

, R ≈ 1 − 2
n
≈ 1 −

√

2ω
πσ

, (18.26)

ein Ergebnis, das nach H und R benannt ist.

18.c.δ Oberfl ächenwellen am Leiter

Wir wollen nun noch Wellen betrachten, die sich an der Grenzfläche von Leiter und Vakuum entlang bewegen.
Wir setzen also ε1 = 1 und ε2 = ε(ω) aus (17.5). Wir benötigen dann auf jeder Seite der Grenzfläche genau eine
Welle. Das erreichen wir, wenn wir die Lösung aufsuchen, bei der keine Welle reflektiert wird. Das heißt, wir
nehmen formal die Welle mit Polarisation 2, bei der Hr in (18.18) verschwindet, also

ε(ω)k′ = k′′ (18.27)

gilt. Zusammen mit (18.2) und (18.3)

k2
z + k′2 =

ω2

c2
, k2

z + k′′2 =
ε(ω)ω2

c2
(18.28)

findet man die Lösung

kz =
ω

c

√

ε(ω)
1 + ε(ω)

, k′ =
kz√
ε(ω)

, k′′ =
√

ε(ω)kz. (18.29)

Mit der Näherung (17.15) erhält man für nicht zu große Frequenzen

kz =
ω

c

(

1 +
iω

8πσ

)

(18.30)

k′ =
(1 − i)ω3/2

2c
√

2πσ
(18.31)

k′′ =
(1 + i)ω1/2

√
2πσ

c
. (18.32)

Für kleine Frequenzen,ω < σ, ist daher der exponentielle Abfall in Ausbreitungsrichtung (kz) am langsamsten,
in das Vakuum hinein etwas schneller (k′) und im Metall am schnellsten (k′′).
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19 Hohlleiter

Es gibt verschiedene Arten von Wellenleitern. Diese können zum Beispiel aus zwei Leitern bestehen, die
entweder nebeneinander herlaufen (zwei Drähte) oder koaxiale Leiter sind. Man kann aber auch elektromag-
netische Wellen in einem dielektrischen Wellenleiter (Lichtleiter) oder in einem Hohlleiter führen.
In allen Fällen wollen wir davon ausgehen, dass Translationsinvarianz in z-Richtung besteht, so dass die Materi-
algrößen ε, µ und σ nur Funktionen von x und y sind. Dann kann man die elektromagnetischen Felder ansetzen
zu

E = E0(x, y)ei(kzz−ωt), B = B0(x, y)ei(kzz−ωt). (19.1)

Es bleiben nun die Funktionen E0, B0 und ω(kz) zu bestimmen.

19.a Hohlleiter

Wir wollen das Programm für einen Hohlleiter durchführen, das heißt für einen Metallzylinder (nicht notwendig
mit kreisförmigem Querschnitt). Wir beginnen mit den Randbedingungen, wobei wir die metallische Oberfläche
als idealen Leiter annehmen, σ = ∞. Dann gilt an der Oberfläche

Et = 0, (19.2)

da eine tangentiale Komponente eine unendlich große Stromdichte an der Oberfläche bewirken würde. Weiter
folgt aus rot E = −Ḃ/c

ikBn = ( rot E)n = ( rot Et) · en k = ω/c, (19.3)

woraus
Bn = 0 (19.4)

folgt.
Im Inneren des Hohlleiters gilt

( rot E)y = −
1
c

Ḃy → ikzE0,x − ∇xE0,z = ikB0,y (19.5)

( rot B)x =
1
c

Ėx → ∇yB0,z − ikzB0,y = −ikE0,x. (19.6)

Unter Verwendung von
k2
⊥ = k2 − k2

z (19.7)

lassen sich die Transversalkomponenten durch die Longitudinalkomponenten ausdrücken

k2
⊥E0,x = ikz∇xE0,z + ik∇yB0,z (19.8)

k2
⊥B0,y = ik∇xE0,z + ikz∇yB0,z. (19.9)

Ähnliche Gleichungen gelten für E0,y und B0,x. Zur Bestimmung der Longitudinalkomponenten verwenden wir
die Wellengleichung

(4 − ∂2

c2∂t2
)(E0,zei(kzz−ωt)) = 0, (19.10)

woraus
(∇2

x + ∇2
y + k2

⊥)E0,z(x, y) = 0 (19.11)

und analog
(∇2

x + ∇2
y + k2

⊥)B0,z(x, y) = 0 (19.12)

folgt. Man kann zeigen, dass damit für k⊥ , 0 auch die übrigen M-Gleichungen erfüllt sind. Es gilt
nämlich

k2
⊥ div E=ikz

k2
⊥( rot B − Ė/c)z=ik

}

· (∇2
x + ∇2

y + k2
⊥)E0,zei(kzz−ωt) (19.13)

k2
⊥ div B=ikz

k2
⊥( rot E + Ḃ/c)z=−ik

}

· (∇2
x + ∇2

y + k2
⊥)B0,zei(kzz−ωt). (19.14)
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Es genügt daher, die Wellengleichungen zu erfüllen. Wir bemerken weiter, dass E0,z und B0,z von einander
unabhängig sind. Man unterscheidet dementsprechend TE-Moden (transversal elektrisch) mit E0,z = 0 und
TM-Moden (transversal magnetisch) mit B0,z = 0.
Wir kommen nun nochmals auf die Randbedingungen zurück. Die Komponenten senkrecht zu der Ausbrei-
tungsrichtung z lassen sich

k2
⊥(exE0,x + eyE0,y) = ikz grad E0,z − ikez × grad B0,z (19.15)

k2
⊥(exB0,x + eyB0,y) = ikz grad B0,z + ikez × grad E0,z (19.16)

schreiben. Führen wir auf der Oberfläche des Hohlleiters zu dem Normalenvektor en und dem Vektor ez noch
einen dritten Einheitsvektor ec = ez × en ein, dann wird die Tangentialebene an die Oberfläche durch ez und
ec aufgespannt. ec liegt dabei in der xy-Ebene. Da auch en in der xy-Ebene liegt, können wir auf n- and
c-Komponenten transformieren

exE0,x + eyE0,y = ecE0,c + enE0,n. (19.17)

Damit lassen sich dann (19.15, 19.16) in der Form

k2
⊥(enE0,n + ecE0,c) = ikz(en∂nE0,z + ec∂cE0,z) − ik(ec∂nB0,z − en∂cB0,z), (19.18)

k2
⊥(enB0,n + ecB0,c) = ikz(en∂nB0,z + ec∂cB0,z) + ik(ec∂nE0,z − en∂cE0,z) (19.19)

schreiben. Auf der Oberfläche muss gemäß (19.2, 19.4)

E0,z = E0,c = B0,n = 0 (19.20)

gelten. Aus (19.18, 19.19) folgt

k2
⊥E0,c = ikz∂cE0,z − ik∂nB0,z, (19.21)

k2
⊥B0,n = ikz∂nB0,z + ik∂cE0,z. (19.22)

Da E0,z = 0 auf der Oberfläche, gilt auch ∂cE0,z = 0 auf der Oberfläche. Offensichtlich hat man als zweite
Bedingung ∂nB0,z = 0.
Damit ist das folgende Eigenwert-Problem zu lösen

TM-Mode: (∇2
x + ∇2

y + k2
⊥)E0,z = 0, E0,z = 0 auf der Oberfläche , (19.23)

TE-Mode: (∇2
x + ∇2

y + k2
⊥)B0,z = 0, ( grad B0,z)n = 0 auf der Oberfläche . (19.24)

Es folgt das Dispersionsgesetz

ω = c
√

k2
z + k2

⊥. (19.25)

TEM-Moden Wir haben den Fall k⊥ = 0 bisher nicht diskutiert. Wir wollen dies nicht in allen Details tun.
Man kann zeigen, dass für diese Moden beide Longitudinal-Komponenten verschwinden, E0,z = B0,z = 0. Man
spricht daher von TEM-Moden. Für diese folgt mit kz = ±k aus (19.5) und analog durch eine Drehung von E
und B um 900 um die z-Achse E0,x → E0,y, B0,y → −B0,x

B0,y = ±E0,x, B0,x = ∓E0,y. (19.26)

Aus ( rot E)z = 0 folgt dann, dass man E0 durch den Gradienten eines Potentials darstellen kann

E0 = − gradΦ(x, y), (19.27)

das wegen div E0 = 0 die Potentialgleichung erfüllt

(∇2
x + ∇2

y)Φ(x, y) = 0. (19.28)

Es ist also die homogene L-Gleichung in zwei Dimensionen zu lösen. Wegen E0,t = 0 muss auf der
Leiteroberfläche das Potential konstant sein. Daher erhält man eine nicht-triviale Lösung nur in mehrfach
zusammenhängenden Gebieten, also nicht im Innern eines kreisförmigen oder rechteckigen Querschnitts, aber
außerhalb, oder in Koaxialkabeln, oder im Außenraum zweier Drähte.
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19.b Lösung für rechteckigen Querschnitt

Wir bestimmen die Wellen im Hohlleiter für einen rechteckigen Querschnitt mit Seitenlängen a und b. Für die
TM-Wellen machen wir den Produkt-Ansatz

E0,z(x, y) = f (x)g(y) (19.29)

Einsetzen in (19.11) gibt
f ′′g + f g′′ + k2

⊥ f g = 0 (19.30)

oder
f ′′

f
+

g′′

g
= −k2

⊥, (19.31)

woraus folgt, dass f ′′/ f und g′′/g konstant sind. Da E0,z am Rand verschwinden muss, folgt

E0,z(x, y) = E0 sin(
nπx

a
) sin(

mπy
b

), k2
⊥ =

(nuπ
a

)2
+

(mπ
b

)2
, n ≥ 1,m ≥ 1. (19.32)

Für die TE-Welle erhält man mit dem entsprechendenen Ansatz

B0,z(x, y) = f (x)g(y) (19.33)

und der Randbedingung ( grad B0,z)n = 0 die Lösungen

B0,z(x, y) = B0 cos(
nπx

a
) cos(

mπy
b

), k2
⊥ =

(nπ
a

)2
+

(mπ
b

)2
, n ≥ 0, m ≥ 0, n + m ≥ 1. (19.34)

19.c Wellenpakete

Vielfach hat man es nicht mit monochromatischen Wellen, sondern mit Wellenpaketen zu tun, die aus
Fkomponenten mit kz ≈ kz,0 bestehen

E = E0(x, y)
∫

dkz f0(kz)ei(kzz−ω(kz)t), (19.35)

wobei f0(kz) bei kz = kz,0 ein Maximum hat und für andere kz-Werte rasch abfällt. Dann entwickeln wir ω(kz)
um kz,0

ω(kz) = ω(kz,0) + vgr(kz − kz,0) + ... (19.36)

vgr =
dω(kz)

dkz

∣

∣

∣

∣

∣

kz=kz,0

. (19.37)

In linearer Näherung dieser Entwicklung folgt dann

E = E0(x, y)ei(kz,0z−ω(kz,0)t) f (z − vgrt), f (z − vgrt) =
∫

dkz f0(kz)ei(kz−kz,0)(z−vgrt). (19.38)

Der Vorfaktor enthält die Phase φ = kz,0z − ω(kz,0)t. Das Paket oszilliert also mit der Phasengeschwindigkeit

vph =
∂z
∂t

∣

∣

∣

∣

∣

φ

=
ω(kz,0)

kz,0
. (19.39)

Die Ortsabhängigkeit der Amplitude steckt dagegen in der Funktion f (z − vgrt). Das Wellenpaket bewegt sich
also mit der Gruppengeschwindigkeit (auch Signalgeschwindigkeit) vgr, (19.37).
Für die Wellen des Hohlleiters finden wir aus (19.25)

vph = c

√

k2
⊥ + k2

z,0

kz,0
, (19.40)

vgr = c
kz,0

√

k2
⊥ + k2

z,0

. (19.41)
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Die Phasengeschwindigkeit ist größer als die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c, die Gruppen- oder Signalge-
schwindigkeit aber kleiner als die Lichtgeschwindigkeit. Geht man in der Entwicklung (19.36) über den linearen
Term hinaus, so findet man, dass die Wellenpakete auseinanderfließen.
Aufgabe Bestimme ω(k) für Transversal-Schwingungen in einem Leiter oberhalb der Plasmafrequenz (Ab-
schnitt 17.b) für ε = 1 und die daraus resultierende Phasen- und Gruppengeschwindigkeit.
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20 Elektrodynamische Potentiale, Eichtransformationen

In der Elektrostatik haben wir bereits das elektrische Potential Φ kennengelernt, in der Magnetostatik das Vek-
torpotential A. Beide können auch für die zeitabhängigen Probleme eingeführt werden und erlauben auch dann
die Bestimmung von B und E.

20.a Potentiale

Die dritte und vierte M-Gleichung sind homogen, das heißt, sie enthalten die Ladungen und Ströme nicht
explizit. Sie erlauben, die Felder B und E durch Potentiale auszudrücken. Aus div B = 0 folgt

B(r, t) = rot A(r, t). (20.1)

Beweis: Wegen div B = 0 gilt 4B = − rot rot B (B.26), woraus dann ähnlich wie in (9.16) und (9.17)

B(r) =
1

4π

∫

d3r′
(

rot ′ rot ′B(r′)
) 1
|r − r′| =

1
4π

rot
∫

d3r′
rot ′B(r′)
|r − r′| (20.2)

bei der Einführung des Vektorpotentials in der Magnetostatik folgt. Ein elementarer Beweis folgt als
Übungsaufgabe.
Aus rot E + Ḃ/c = 0 folgt dann

rot
(

E +
1
c

Ȧ
)

= 0, (20.3)

so dass das Argument unter der Rotation als Gradient geschrieben werden kann. Konventionell setzt man dafür
− gradΦ, so dass die Darstellung

E = −1
c

Ȧ − gradΦ (20.4)

folgt. Der zweite Term ist aus der Elektrostatik bekannt. In der Zeitableitung von A steckt das Induktionsgesetz.
Man sieht umgekehrt, dass die Darstellung der Felder E und B durch die Potentiale in (20.4) und (20.1) die
beiden homogenen M-Gleichungen erfüllt.

20.b Eichtransformationen

Die Potentiale A und Φ sind nicht eindeutig durch die Felder B und E bestimmt. Wir können A durch

A′(r, t) = A(r, t) + gradΛ(r, t) (20.5)

ersetzen, ohne B zu ändern
B = rot A = rot A′, (20.6)

da rot gradΛ = 0. Dann folgt

E = −1
c

Ȧ′ − grad (Φ − 1
c
Λ̇). (20.7)

Ersetzen wir gleichzeitig Φ durch

Φ′(r, t) = Φ(r, t) − 1
c
Λ̇(r, t), (20.8)

so bleiben E und B unverändert. Man bezeichnet die Transformation (20.5) und (20.8) von A und Φ als Eich-
transformation.

75
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Die Willkür in der Eichung erlaubt es, Einschränkungen an die Potentiale Φ und A zu fordern. Die folgenden
beiden Eichungen werden häufig verwendet

L-Eichung div A +
1
c
Φ̇ = 0, (20.9)

C-Eichung div A = 0. (20.10)

Hat man Potentiale Φ′ und A′, die die gewünschte Eichung nicht erfüllen, so erhält man Potentiale Φ und A
durch geeignete Wahl von Λ

L-Eichung div A′ +
1
c
Φ̇′ = �Λ, (20.11)

C-Eichung div A′ = 4Λ, (20.12)

wobei

� := 4 − 1
c2

∂2

∂t2
(20.13)

der ’A-Operator ist. Die L-Eichung geht auf den dänischen Physiker Ludvig V. L (1867)
zurück im Gegensatz zur L-Transformation (Abschnitt 23), die dem holländischen Physiker Hendrik A.
L zuzuschreiben ist.
Einsetzen der Ausdrücke (20.4) und (20.1) für E und B in die erste M-Gleichung ergibt

rot rot A +
1
c2

Ä +
1
c

grad Φ̇ =
4π
c

j, (20.14)

das heißt

−�A + grad
(

div A +
1
c
Φ̇
)

=
4π
c

j, (20.15)

während die zweite M-Gleichung dann

−4Φ − 1
c

div Ȧ = 4πρ (20.16)

lautet.
Daraus folgt für die beiden Eichungen

L-Eichung

{

�A=− 4π
c j

�Φ=−4πρ
(20.17)

C-Eichung

{

�A=− 4π
c j + 1

c grad Φ̇
4Φ=−4πρ.

(20.18)

Aufgabe Zeige, dass ein Vektorfeld B(r), das div B = 0 genügt, als rot A(r) dargestellt werden kann. Hierzu
setze man Az(r) = 0 und drücke Ay(r) durch Ay(x, y, 0) und Bx, ähnlich Ax(r) durch Ax(x, y, 0) und By aus. Dies
setze man in Bz = ( rot A)z ein und zeige unter Verwendung von div B = 0, dass man passende Komponenten
von A bei r = (x, y, 0) finden kann.
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21 Die elektromagnetischen Potentiale einer allgemeinen Ladungs- und
Stromverteilung

21.a Berechnung der Potentiale

In der L-Eichung hatten wir (20.17)

�Φ(r, t) = −4πρ(r, t), (21.1)

�A(r, t) = −4π
c

j(r, t) (21.2)

mit dem ’A-Operator

� = 4 − 1
c2

∂2

∂t2
(21.3)

und der Eichbedingung

div A +
1
c
Φ̇ = 0. (21.4)

Wir führen bezüglich der Zeit die F-Transformierte ein

Φ(r, t) =
∫ ∞

−∞
dωΦ̂(r, ω)e−iωt, (21.5)

analog für A, ρ, j. Dann folgt

�Φ(r, t) =
∫

dω(4 + ω
2

c2
)Φ̂(r, ω)e−iωt =

∫

dω(−4πρ̂(r, ω))e−iωt, (21.6)

woraus durch Vergleich der Integranden

(

4 + ω
2

c2

)

Φ̂(r, ω) = −4πρ̂(r, ω) (21.7)

folgt. Wir führen dazu die Gsche Funktion G ein, das heißt, die Lösung der linearen Differentialgleichung
werde geschrieben als

Φ̂(r, ω) =
∫

d3r′G(r, r′, ω)ρ̂(r′, ω). (21.8)

Setzen wir diesen Ansatz in die Differentialgleichung (21.7) ein, so folgt

(

4 + ω
2

c2

)

G(r, r′, ω) = −4πδ3(r − r′). (21.9)

Da keine Richtung ausgezeichnet ist und die Gleichung invariant gegen Verschiebungen der Vektoren r und r′

um einen gleichen konstanten Vektor ist, ist anzunehmen, dass die Lösung G nur vom Abstand zwischen r und
r′ und zusätzlich natürlich von dem Parameter ω abhängt

G = g(a, ω), a = |r − r′|. (21.10)

Damit folgt

(4 + ω
2

c2
)g(a, ω) =

1
a

d2(ag)
da2

+
ω2

c2
g = 0 für a , 0. (21.11)

Dabei verwenden wir den L-Operator in der Form (5.15), wobei 4Ωg = 0, da g nicht von der Richtung
von a = r − r′, sondern nur vom Betrag a abhängt. Dies ergibt die Schwingungsgleichung für ag, hat also die
Lösung

G = g(a, ω) =
1
a

(

c1eiωa/c + c2e−iωa/c
)

. (21.12)
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Für kleinen Abstand divergiert die Lösung wie (c1 + c2)/a. Um die δ-Funktion in (21.9) als Inhomogenität mit
dem richtigen Vorfaktor zu erhalten, muss c1 + c2 = 1 sein. Wir setzen nun der Reihe nach ein

Φ(r, t) =

∫

dωΦ̂(r, ω)e−iωt

=

∫

dω
∫

d3r′e−iωtG(r, r′, ω)ρ̂(r′, ω)

=

∫

dω
∫

d3r′
1

|r − r′|
(

c1eiω|r−r′ |/c + c2e−iω|r−r′|/c)e−iωtρ̂(r′, ω)

=

∫

d3r′
1

|r − r′|
(

c1ρ(r′, t − |r − r′|
c

) + c2ρ(r′, t +
|r − r′|

c
)
)

. (21.13)

Beim Übergang von der zweiten auf die dritte Zeile haben wir G eingesetzt. Anschließend führen wir die ω-
Integration aus, vergleiche (21.5). Allerdings ist ω im Exponenten in (21.13) nicht mit t, sondern mit t ∓ |r−r′ |

c
multipliziert. Die Lösung in der letzten Zeile enthält einen Beitrag zu Φ zur Zeit t, der von ρ zu früherer Zeit
(mit Faktor c1) und einen, der von ρ zu späterer Zeit (mit Faktor c2) abhängt. Man bezeichnet die Lösung, die
nur den ersten Beitrag (c1 = 1, c2 = 0) enthält, als die retardierte Lösung und die, die nur den zweiten Beitrag
(c1 = 0, c2 = 1) enthält, als die avancierte Lösung.

Φr,a(r, t) =
∫

d3r′
1

|r − r′|ρ(r′, t ∓ |r − r′|
c

). (21.14)

Physikalisch ist in der Regel die retardierte Lösung (oberes Vorzeichen), da man davon ausgeht, dass das Poten-
tial durch die Ladungsverteilung, aber nicht die Ladungsverteilung durch das Potential entsteht. Analog erhält
man die retardierte und avancierte Lösung für das Vektorpotential

Ar,a(r, t) =
1
c

∫

d3r′
1

|r − r′| j(r
′, t ∓ |r − r′|

c
). (21.15)

21.b Eichbedingung

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Bedingung für die L-Eichung (20.9) erfüllt ist

Φ̇ + c div A =
∫

d3r′
1

|r − r′| (ρ̇ + div j) +
∫

d3r′∇ 1
|r − r′| j. (21.16)

Die Argumente von ρ und j sind wie oben r′ und t′ = t ∓ |r − r′|/c. Im zweiten Integral kann man ∇ durch −∇′
ersetzen und dann partiell integrieren. Das führt auf

Φ̇ + c div A =
∫

d3r′
1

|r − r′| (ρ̇ + (∇ + ∇′)j). (21.17)

Da (∇ + ∇′)t′(t, r, r′) = 0 ist, folgt unter Verwendung der Kontinuitätsgleichung

ρ̇(r′, t′(t, r, r′)) + (∇ + ∇′)j(r′, t′(t, r, r′)) = ∂ρ

∂t′
+ ∇′j(r′, t′)|t′ = 0, (21.18)

so dass die Eichbedingung (20.9) erfüllt ist, da der Integrand in (21.17) wegen der Kontinuitätsgleichung ver-
schwindet.
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22 Ausstrahlung harmonischer Schwingungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir schwingende Ladungen und Ströme als Strahlungsquellen.

22.a Strahlungsfeld

Wir betrachten harmonische Schwingungen, das heißt, die Zeitabhängigkeit von ρ und j ist proportional zu e−iωt

ρ(r, t) = <
(

ρ0(r)e−iωt
)

(22.1)

j(r, t) = <
(

j0(r)e−iωt
)

, (22.2)

analog für Φ, A, B, E. Es folgt

Φ(r, t) =<
∫

d3r′
1

|r − r′|ρ0(r′)e−iω(t−|r−r′ |/c). (22.3)

Mit k = ω/c folgt

Φ0(r) =
∫

d3r′
1

|r − r′|ρ0(r′)eik|r−r′|, (22.4)

analog

A0(r) =
1
c

∫

d3r′
1

|r − r′| j0(r′)eik|r−r′|. (22.5)

22.a.α Nahzone (Statische Zone)

In der Nahzone, das heißt für k|r − r′| � 2π, was gleichbedeutend ist mit |r − r′| � λ, wobei λ die Wellenlänge
der elektromagnetischen Welle ist, kann eik|r−r′ | durch 1 genähert werden. Damit werden die Potentiale Φ0,
(22.4) und A0, (22.5) zu den Potentialen der Elektro- und Magnetostatik (3.14) und (9.17).

22.a.β Fernzone (Strahlungszone)

Für große Entfernungen entwickelt man im Exponenten

|r − r′| = r

√

1 − 2
r · r′

r2
+

r′2

r2
= r − n · r′ + O(

r′2

r
), n =

r
r
. (22.6)

Dies ist gerechtfertigt für r � kR2, wobei R eine Abschätzung für die Ausdehnung der Ladungs- bzw.
Stromverteilung ist, r′ < R für ρ(r′) , 0 bzw. j(r′) , 0. Im Nenner approximieren wir |r − r′| ≈ r, was
für r � R gut ist. Dann folgt

A0(r) =
eikr

cr
g(kn) + O(

1
r2

) (22.7)

mit der F-Transformierten der Stromverteilung

g(kn) =
∫

d3r′j0(r′)e−ikn·r′ . (22.8)

Hieraus folgt das Magnetfeld

B0(r) = rot A0(r) =
grad eikr

cr
× g(kn) + O(

1
r2

) = ik
eikr

cr
n × g + O(

1
r2

). (22.9)

Das elektrische Feld erhalten wir aus

rot B =
1
c

Ė→ rot B0 = −
iω
c

E0 (22.10)

zu

E0 =
i
k

rot B0 = −n × B0 + O(
1
r2

). (22.11)
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E0, B0 und n bilden ein Orthogonalsystem. E0 und B0 sind betragsmäßig gleich und fallen wie 1/r ab. Der
P-Vektor liefert im zeitlichen Mittel

S̄ =
1
T

∫ T

0
S(t)dt, T =

2π
ω

(22.12)

S̄ =
c

4π
<E ×<B =

c
8π
<(E∗0 × B0)

= − c
8π
<

(

(n × B∗0) × B0

)

= − c
8π
<(n · B0)B∗0 +

c
8π

n(B∗0 · B0). (22.13)

Der erste Term nach dem letzten Gleichheitszeichen verschwindet, da B0 ⊥ n. Es bleibt daher

S̄(r) =
c

8π
n(B∗0 · B0) =

k2n
8πcr2

|n × g(kn)|2 + O(
1
r3

). (22.14)

Die im Mittel abgestrahlte Leistung ist dann

U̇s =
k2

8πc

∫

|n × g(kn)|2dΩn, (22.15)

wobei über den Raumwinkel Ωn von n integriert wird.

22.b Elektrische Dipolstrahlung (Hscher Dipol)

Erstreckt sich die Ladungs- und Stromverteilung nur über einen im Vergleich zur Wellenlänge λ kleinen Bereich
R, so ist es sinnvoll, e−ikn·r′ zu entwickeln

g(kn) = g(0) − ikg(1) + ..., g(0) =

∫

d3r′j0(r′), g(1) =

∫

d3r′(n · r′)j0(r′) (22.16)

Diese Entwicklung reicht aus, um das Strahlungsfeld in der Fernzone zu untersuchen. Ist man daran interessiert,
auch Nah- und Übergangszone zu betrachten, so muss man

eik|r−r′ |

|r − r′| =
eikr

r
+

eikr

r
(−ik +

1
r

)(n · r′) + O(r′2) (22.17)

in dem Ausdruck für A0 entwickeln, was

A0(r) =
eikr

cr
g(0) + (−ik +

1
r

)
eikr

cr
g(1) + ... (22.18)

ergibt.
Wir betrachten zunächst den Beitrag von g(0). Wir verwenden, dass

div ′j(r′) = −ρ̇(r′) = iωρ(r′)→ div ′j0(r′) = iωρ0(r′). (22.19)

Dann folgt aus
∫

d3r′ div ′
(

f (r′)j0(r′)
)

= 0 (22.20)

die Beziehung
∫

d3r′ grad ′ f (r′) · j0(r′) = −iω
∫

d3r′ f (r′)ρ0(r′). (22.21)

Mit f (r′) = x′α folgt dann

g(0)
α =

∫

d3r′ j0,α(r′) = −iω
∫

d3r′x′αρ0(r′) = −iωp0,α, (22.22)

das heißt, g(0) lässt sich durch die Amplitude des elektrischen Dipolmoments ausdrücken

g(0) = −iωp0. (22.23)
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Man bezeichnet daher diesen Anteil als elektrische Dipolstrahlung. Es folgt

A0(r) = −ik
eikr

r
p0, (22.24)

daraus

B0(r) =
(k2

r
+

ik
r2

)

eikrn × p0 (22.25)

E0(r) = −k2

r
eikrn × (n × p0) +

(

3n(n · p0) − p0

)( 1
r3
− ik

r2

)

eikr. (22.26)

Der erste Term ist der führende in der Fernzone (1/r � k), der zweite führt in der Nahzone (1/r � k). Aus dem
Ausdruck für die Fernzone erhält man als zeitgemittelten P-Vektor

S̄ =
ck4n
8πr2

|n × p0|2 =
ck4|p0|2n

8πr2
sin2 θ, (22.27)

Im zweiten Ausdruck wird angenommen, dass Realteil und Imaginärteil von p0 in die gleiche
Richtung weisen. Dann ist θ der Winkel zwischen p0 und n. Die abgestrahlte Leistung ist
dann

U̇s =
ck4|p0|2

3
. (22.28)

Die Leistung nimmt also mit der vierten Potenz der Frequenz (ω = ck) zu (R-
Streuung). Als Beispiel kann man zwei Kondensatorkugeln im Abstand l mit I(t) =
<(I0e−iωt) betrachten. Dann ist

|g(0)| = |
∫

d3r′j0(r′)| = |
∫

dlI0| = |I0l|, p0 =
iI0l
ω
, U̇s =

(klI0)2

3c
(22.29)

Diese Leistungsabgabe bedingt einen Strahlungswiderstand Rs

U̇s =
1
2

RsI
2
0 , Rs =

2
3c

(kl)2=̂20Ω · (kl)2 (22.30)

zusätzlich zum Oschen Widerstand. Man beachte 1
c =̂30Ω, vergleiche (A.4).

22.c Magnetische Dipolstrahlung und elektrische Quadrupolstrahlung

Wir betrachten nun den zweiten Term in (22.16)

g(1)
α = nβ

∫

d3r′x′β j0,α(r′)

=
nβ
2

∫

d3r′(x′β j0,α − x′α j0,β) +
nβ
2

∫

d3r′(x′β j0,α + x′α j0,β). (22.31)

Der erste Term ergibt das magnetische Dipolmoment (10.7)

nβcεβ,α,γm0,γ = −c(n ×m0)α. (22.32)

Der zweite Term lässt sich durch das elektrische Quadrupolmoment (4.10) ausdrücken. Mit f = 1
2 x′αx′

β
ergibt er

sich mit (22.21) zu

−iω
nβ
2

∫

d3r′x′αx′βρ0(r′) = −iω
nβ
2

(

Q0,α,β +
1
3
δα,β

∫

d3r′r′2ρ0(r′)
)

. (22.33)

Damit haben wir

g(1) = −cn ×m0 −
iω
2

Q0,α,βnβeα + const. n. (22.34)

Wir beobachten, dass der dritte Term proportional n keinen Beitrag zu B0 (22.9) und E0 (22.11) liefert.
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22.c.α Magnetische Dipolstrahlung

Der erste Beitrag in (22.34) gibt die magnetische Dipolstrahlung. Wir finden

A0(r) =
(

ik − 1
r

)eikr

r
n ×m0 (22.35)

B0(r) = −k2 eikr

r
n × (n ×m0) +

(

3n(n ·m0) −m0

)( 1
r3
− ik

r2

)

eikr (22.36)

E0(r) = (−k2

r
− ik

r2

)

(n ×m0)eikr. (22.37)

Als Beispiel betrachten wir einen Kreisstrom, der eine Fläche f einschließt,

m0 = I0 f /c, U̇s =
ck4m2

0

3
=

k4I2
0 f 2

3c
, (22.38)

was einem Strahlungswiderstand

Rs =
2
3c

k4 f 2=̂20Ω (k2 f )2 (22.39)

entspricht.

22.c.β Elektrische Quadrupolstrahlung

Wir betrachten noch den zweiten Term aus (22.34) in der Fernzone. Dieser liefert

g = −ikg(1) = −k2c
2

Q0,α,βnβeα. (22.40)

Als Spezialfall untersuchen wir den symmetrischen Quadrupol (4.27), Q0,x,x = Q0,y,y = − 1
3 Q0, Q0,z,z =

2
3 Q0,

während die Außerdiagonal-Elemente verschwinden. Dann ist

Q0,α,β = −
1
3

Q0δα,β + Q0δα,3δβ,3, (22.41)

woraus

g = −k2c
2

Q0n3e3 +
k2c
6

Q0n, n3 = cos θ (22.42)

B0 = −ik3 eikr

2r
Q0n × e3 cos θ (22.43)

E0 = ik3 eikr

2r
Q0n × (n × e3) cos θ (22.44)

S̄ =
ck6n

32πr2
|Q0|2 sin2 θ cos2 θ (22.45)

U̇s =
ck6

60
|Q0|2 (22.46)

folgt. Auf der Zeichnung ist die Intensität der Quadrupol-Strahlung in Abhängigkeit vom Winkel θ radial
skizziert.
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23 L-Transformation

23.a G- und L-Transformation

Die Gleichungen der Nschen Mechanik sind invariant gegen die G-Transformation (G-
Invarianz)

x′ = x, y′ = y, z′ = z − vt, t′ = t. (23.1)

Wir werden im Folgenden sehen, dass die M-Gleichungen bei geeigneter Transformation von Feldern,
Strömen und Ladungen invariant sind gegen lineare Transformationen der Koordinaten x, y, z und t, die die
Lichtgeschwindigkeit invariant lassen (L-Invarianz). Eine derartige Transformation lautet

x′ = x, y′ = y, z′ =
z − vt

√

1 − v2

c2

, t′ =
t − vz

c2

√

1 − v2

c2

. (23.2)

Betrachten wir zwei Ladungen q und −q, die sich für t ≤ 0 am gleichen Ort befinden und auch für t ≥ ∆t
am gleichen Ort sind, sich aber im Intervall 0 < t < ∆t gegeneinander bewegen, wobei sie sich zur Zeit 0
am Ort r0 trennen und zur Zeit ∆t am Ort r1 wieder zusammen kommen. Diese erzeugen nach (21.14) und
(21.15) ein Feld, das sich von diesen beiden Ladungen mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet und am Ort r nur
für Zeiten t von Null verschieden ist, für die t > |r − r0|/c und t < ∆t + |r − r1|/c gilt und zwar unabhängig vom
Inertialsystem, in dem wir uns befinden. (Wir müssen dabei nur voraussetzen, dass sich die Ladungen nicht mit
Überlicht-Geschwindigkeit bewegen.) Wählen wir insbesondere ∆t infinitesimal, so kommt der Lichtblitz zur
Zeit t = |r− r0|/c an, bewegt sich also mit Lichtgeschwindigkeit. Da die L-Transformation nicht mit den
Gesetzen der Nschen Mechanik verträglich ist und die G-Transformation nicht mit den M-
Gleichungen (das Licht müsste sich in einem bewegten Inertial-System mit einer von der Richtung abhängigen
Geschwindigkeit ausbreiten), entsteht die Frage, welche der drei Möglichkeiten in der Natur erfüllt ist:
(i) es gibt ein ausgezeichnetes Inertialsystem für die Elektrodynamik, für das die M-Gleichungen nur
gelten (Äther-Hypothese),
(ii) die N-Mechanik ist abzuändern,
(iii) die M-Gleichungen sind abzuändern.

Die Entscheidung kann nur experimentell getroffen werden. Ein
wesentlicher Versuch zur Widerlegung von (i) ist der M-
M-Versuch: Ein Lichtstrahl trifft auf einen halbdurchlässigen
Spiegel Sph, wird durch diesen geteilt, an zwei Spiegeln Sp1 und Sp2

im Abstand l reflektiert und an dem halbdurchlässigen Spiegel wieder
zusammengeführt. Man beobachtet die Interferenz der beiden Licht-
strahlen bei B. Bewegt sich die Apparatur mit der Geschwindigkeit v
in Richtung Spiegel Sp1, so beträgt die Laufzeit t1 zwischen dem halb-
durchlässigen Spiegel und dem Spiegel Sp1 und zurück

t1 =
l

c − v
+

l
c + v

=
2lc

c2 − v2
=

2l
c

(1 +
v2

c2
+ ...). (23.3)

L

Sp

B

2

Sp

Sp

1

h

Für die Laufzeit t2 zum Spiegel Sp2 ergibt sich

t2 =
2l√

c2 − v2
=

2l
c

(1 +
v2

2c2
+ ...), (23.4)

83



84 H L-Invarianz der Elektrodynamik

da sich die Lichtgeschwindigkeit c in die beiden Komponenten v und
√

c2 − v2 zerlegt. Damit bleibt ein Gan-
gunterschied

t1 − t2 =
lv2

c3
, (23.5)

der durch Verschiebung der Interferenzen messbar wäre, wenn zum Beispiel v die Geschwindigkeit der Erde
gegenüber der Sonne ist. Diese Verschiebung wurde nicht beobachtet. Man kann einwenden, dass das daran
liegt, dass der Äther von der Erde mitgeführt wird. Es gibt jedoch viele weitere Versuche, die für die L-
Invarianz sprechen, das heißt der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum unabhängig vom Inertialsys-
tem. Dafür spricht vor allem, dass die Konsequenzen für die Mechanik bei Versuchen mit Teilchen nahe der
Lichtgeschwindigkeit, insbesondere bei Elementarteilchen bestens bestätigt werden.
Entwicklung der Relativitätstheorie
Um die Geschwindigkeit der Erde gegen den postulierten Äther zu bestimmen führten M und M
ihr Experiment erstmals 1887 mit negativem Ergebnis durch: Keine Bewegung gegen den Äther konnte fest-
gestellt werden. Zur Erklärung postulierten F (1889) und L (1892), dass sich alle Gegenstände
in Richtung der Bewegung gegen den Äther verkürzen. (vgl. L-Kontraktion, Unterabschnitt 23.b.β).
Im Folgenden werden wir die Idee der vierdimensionalen Raum-Zeit entwickeln, innerhalb deren man Trans-
formationen vornehmen kann ähnlich den orthogonalen Transformationen im dreidimensionalen Raum, an die
wir bereits gewöhnt sind. Allerdings handelt es sich dabei nicht um einen Eischen Raum, d. h. einen
Raum mit definiter Metrik, vielmehr haben Raum und Zeit unterschiedliche Metrik (siehe metrischer Tensor
g, Gleichung 23.10). Man nennt diesen Raum auch M-Raum. Wir verwenden dabei die moderne von
M 1908 eingeführte vierdimensionale Notation.
Ausgehend von den Grundideen der speziellen Relativitätstheorie
Die Naturgesetze und Ergebnisse der Experimente in einem Inertialsystem sind unabhängig von der Bewegung
des Systems als Ganzem.
Die Lichtgeschwindigkeit ist in jedem Inertialsystem die Gleiche und unabhängig von der Geschwindigkeit der
Quelle.
werden wir in den folgenden Abschnitten die L-invariante Formulierung der M-Gleichungen und
der relativistischen Mechanik einführen.

23.b L-Transformation

Wir führen die Notation
x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z (23.6)

oder kurz
(xµ) = (ct, r) (23.7)

ein und bezeichnen diese als die kontravarianten Komponenten des Vektors. Weiter führt man

(xµ) = (ct,−r). (23.8)

ein, die als die kovarianten Komponenten des Vektors bezeichnet werden. Dann können wir auch

xµ = gµνxν, xµ = gµνxν (23.9)

schreiben (Summationskonvention) mit

(g··) = (g··) =





























1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1





























. (23.10)

Man bezeichnet g als den metrischen Tensor. Generell gilt für das Herauf- und Herunter-Ziehen von Indices

C · ·µ · · = gµνC · ·ν · ·, C · ·µ · · = gµνC · ·ν · · (23.11)

Wir vereinbaren: Indices κ, λ, µ, ν laufen von 0 bis 3, Indices α, β, γ, ... von 1 bis 3. Man beobachtet, dass nach
(23.11) g ν

µ = gµκgκν = δ ν
µ , gµν = gµκgκν = δ

µ
ν mit dem K-Delta ist.
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Wird ein Lichtblitz zur Zeit t = 0 bei r = 0 erzeugt, so wird seine Wellenfront durch

s2 = c2t2 − r2 = xµxµ = 0 (23.12)

beschrieben. Wir bezeichnen das durch die Koordinaten xµ beschriebene System mit S . Wir postulieren nun
mit E: In jedem Inertialsystem breitet sich das Licht im Vakuum mit der gleichen Geschwindigkeit c aus.
(Prinzip von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit) Dann gilt für den Lichtblitz im gleichförmig bewegten
System S ′ (dessen Ursprung für t = t′ = 0 mit dem von S übereinstimmt)

s′2 = x′µx′µ = 0. (23.13)

Unter der Annahme eines homogenen Raum-Zeit-Kontinuums muss die Transformation zwischen x′ und x
linear sein

x′µ = Λµνxν, (23.14)

und es muss gelten s′2 = f s2 mit einer Konstanten f . Verlangen wir, dass der Raum isotrop ist und kein
Inertialsystem ausgezeichnet ist, so folgt f = 1. Die Bedingung s′2 = s2 impliziert

s′2 = x′µx′µ = Λ
µ
νxνΛ κ

µ xκ = s2 = xνδ κ
ν xκ, (23.15)

was für beliebiges x erfüllt ist, wenn
Λ
µ
νΛ

κ
µ = δ

κ
ν (23.16)

erfüllt ist. Die Umkehrtransformation von (23.14) folgt aus

xκ = δ κ
ν xν = Λ κ

µ Λ
µ
νxν = Λ κ

µ x′µ. (23.17)

Aus (23.16) folgt speziell für ν = κ = 0 die Beziehung (Λ00)2 −∑

α(Λα0)2 = 1. Man beachte, dass Λα0 = +Λ
α0,

Λ 0
α = −Λα0. Daher ist |Λ00| > 1. Man unterscheidet zwischen Transformationen mit positivem und negativem
Λ00, da es keinen kontinuierlichen Übergang zwischen diesen beiden Klassen gibt. Die BedingungΛ00 > 0 sagt
aus, dass Λ00 = dt

dt′ |r′ > 0, das heißt eine in S ′ ruhende Uhr läuft von S aus gesehen in der gleichen Zeitrichtung,
wie die in S synchronisierten Uhren (und nicht rückwärts).
Schließlich lässt sich noch eine Aussage über det(Λµν) machen. Aus (23.16) folgt

Λ
µ
νgµλΛ

λ
ρg

ρκ = δ κ
ν . (23.18)

Unter Verwendung des Determinanten-Multiplikationssatzes folgt

det(Λµν)
2 det(gµλ) det(gρκ) = 1. (23.19)

Da det(gµλ) = det(gρκ) = −1 folgt
det(Λµν) = ±1. (23.20)

Betrachten wir nur Rechts-Basis-Systeme, so ist det(Λµν) = +1. Transformationen, die

Λ00 > 0, det(Λµν) = 1 (23.21)

erfüllen, heißen eigentliche L-Transformationen.
Gl. (23.21) hat die Konsequenz, dass das vierdimensionale Raumzeitvolumen invariant ist

dt′d3r′ =
1
c

d4x′ =
1
c
∂(x′0, x′1, x′2, x′3)
∂(x0, x1, x2, x3)

d4x =
1
c

det(Λµν)d
4x =

1
c

d4x = dtd3r. (23.22)

Legen wir die z- und die z′-Achse in Richtung der Relativgeschwindigkeit v der sich gegeneinander bewegenden
Inertialsysteme und setzen wir zusätzlich x′ = x, y′ = y, so folgt die spezielle Transformation (23.2). Die
zugehörige Matrix Λ lautet

(Λµν) =





























γ 0 0 −βγ
0 1 0 0
0 0 1 0
−βγ 0 0 γ





























(23.23)

mit

γ =
1

√

1 − v2

c2

, β =
v
c
. (23.24)
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23.b.α Zeitdilatation

Wir betrachten nun eine in S ′ ruhende Uhr im System S . Aus

t = γ(t′ +
vz′

c2
) (23.25)

folgt dann

Λ 0
0 =

∂t
∂t′

∣

∣

∣

∣

∣

r′
= γ. (23.26)

Die in S ′ ruhende Uhr geht von S aus betrachtet langsamer

∆t′ =
∂t′

∂t

∣

∣

∣

∣

∣

r′
∆t =

1
γ
∆t =

√

1 − v2

c2
∆t. (23.27)

Dieses Phänomen bezeichnet man als Zeitdilatation.

23.b.β Längenkontraktion

Aus
z′ = γ(z − vt) (23.28)

folgt

Λ3
3 =

∂z′

∂z

∣

∣

∣

∣

∣

t
= γ (23.29)

und damit

∆z =
∂z
∂z′

∣

∣

∣

∣

∣

t
∆z′ =

1
γ
∆z′ =

√

1 − v2

c2
∆z′. (23.30)

Ein Maßstab, der in S ′ ruht und in der Richtung der Relativ-Bewegung ausgedehnt ist, erscheint also in S
verkürzt. Man bezeichnet das als Längenkontraktion. Dagegen bleiben die Entfernungen senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung unverändert: ∆x′ = ∆x, ∆y′ = ∆y.

Diese Verkürzung bewirkt, dass in (23.3) die Länge l durch l
√

1 − v2

c2 zu ersetzen ist. Dann stimmen die beiden
Laufzeiten des Lichts unabhängig von der Geschwindigkeit v überein, t1 = t2.
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24 Viererskalare und Vierervektoren

24.a Abstand und Eigenzeit als Viererskalare

Eine Größe, die invariant gegen L-Transformationen ist,
heißt Viererskalar.
Beispiel: Gegeben seien zwei Raum-Zeit-Punkte (Ereignisse) (xµ),
( x̄µ). Die Größe

s2 = (xµ − x̄µ)(xµ − x̄µ) (24.1)

ist ein Viererskalar. Sie hat in jedem Inertialsystem den gleichen
Wert. Speziell für x̄µ = 0 (Ursprung) ist s2 = xµxµ.

Lich
tke

ge
lZukunft

Vergangenheit

raumartiger

Abstand

x

x

0=ct

3

24.a.α Raumartiger Abstand s2 < 0

Wenn s2 < 0, dann gibt es Inertialsysteme, in denen beide Ereignisse gleichzeitig stattfinden x′0 = 0. Sei etwa
(xµ) = (ct, 0, 0, z). Dann erhält man aus (23.2)

t′ =
t − vz

c2

√

1 − v2

c2

, z′ =
z − vt

√

1 − v2

c2

(24.2)

mit v = tc2/z

t′ = 0, z′ =
z(1 − v2

c2 )
√

1 − v2

c2

= z

√

1 − v2

c2
= ±

√

z2 − c2t2 = ±
√
−s2. (24.3)

Man bezeichnet daher zwei solche Ereignisse als raumartig zu einander gelegen.

24.a.β Zeitartiger Abstand s2 > 0

In diesem Fall existiert ein Inertialsystem, in dem beide Ereignisse am gleichen Ort stattfinden (x′ = 0). In der
Transformation (23.2) wählen wir v = z/t. Dann folgt

t′ =
t(1 − v2

c2 )
√

1 − v2

c2

= t

√

1 − v2

c2
= sign (t)

√

t2 − z2

c2
= sign (t)

s
c
, z′ = 0. (24.4)

Ein Ereignis ist früher als das andere, das heißt, das Vorzeichen von t′ stimmt mit dem von t überein.
Eigenzeit τ
Unter der Eigenzeit τ versteht man die Zeit, die im jeweiligen Ruhesystem verstreicht. Bewegt sich ein Punkt
mit der Geschwindigkeit v(t), so gilt für seine Eigenzeit

dτ =
ds
c
=

√

1 − v2

c2
dt, (24.5)

also

τ =

∫ t2

t1

√

1 − v2(t)
c2

dt. (24.6)

Die Eigenzeit ist unabhängig vom Inertialsystem, also ein Viererskalar.
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24.a.γ Lichtartiger Abstand s2 = 0

Wenn ein Lichtblitz direkt von einem Ereignis zu einem anderen läuft, dann ist deren Abstand s = 0. Die in
einem Inertialsystem gemessene Zeit kann je nach Inertialsystem beliebig lang oder kurz sein, jedoch kann sich
die Reihenfolge der Ereignisse (bei einer eigentlichen L-Transformation) nicht umkehren.
Ein weiterer Viererskalar ist die Ladung.

24.b Weltgeschwindigkeit als Vierervektor

Transformiert sich eine vierkomponentige Größe (Aµ) beim Übergang von einem Inertialsystem zum anderen
wie die Raum-Zeit-Koordinaten (xµ), so bilden sie einen Vierervektor

A′µ = ΛµνA
ν. (24.7)

Ein Beispiel ist die Weltgeschwindigkeit

uµ =
dxµ

dτ
=

dxµ

dt
dt
dτ
= γvµ mit v0 =

dx0

dt
= c

dt
dt
= c. (24.8)

Die Weltgeschwindigkeit (uµ) = (cγ, vγ) ist ein Vierer-Vektor. Da τ invariant gegen L-Transformationen
ist, transformiert sie sich wie (xµ). Dagegen ist (c, v) kein Vierer-Vektor. Es ist

uµuµ = (c2 − v2)γ2 = c2. (24.9)

Allgemein ist das Skalar-Produkt zweier Vierer-Vektoren (Aµ) und (Bµ) ein Viererskalar

A′µB′µ = Λ
µ
νΛ

κ
µ AνBκ = δ

κ
νA

νBκ = AνBν. (24.10)

Wir zeigen das folgende Lemma: Ist (aµ) ein beliebiger Vierervektor (oder hat man einen vollständigen Satz
Vierervektoren) und ist aµbµ ein Viererskalar, dann ist auch (bµ) ein Vierervektor. Beweis:

aµbµ = a′κb′κ = Λ
κ
µaµb′κ. (24.11)

Da dies für alle (aµ) oder einen vollständigen Satz gilt, gilt auch bµ = Λκµb′κ. Dies ist aber die Transformations-
formel (23.17) für Vierervektoren.
Additions-Theorem für Geschwindigkeiten
Das Inertialsystem S ′ bewege sich gegenüber S mit der Geschwindigkeit v in z-Richtung. In S ′ bewege sich
ein Punkt mit der Geschwindigkeit w′ ebenfalls in z-Richtung. Mit welcher Geschwindigkeit bewegt er sich in
S ? Wir haben

z =
z′ + vt′
√

1 − v2

c2

, t =
t′ + vz′

c2

√

1 − v2

c2

. (24.12)

Mit z′ = w′t′ folgt dann

z =
(v + w′)t′
√

1 − v2

c2

, t =
(1 + vw′

c2 )t′
√

1 − v2

c2

. (24.13)

Daraus folgt die Geschwindigkeit des Punktes in S

w =
z
t
=

w′ + v

1 + w′v
c2

. (24.14)

Wir beobachten

1 − w2

c2
= 1 −















w′

c +
v
c

1 + w′v
c2















2

=
(1 − w′2

c2 )(1 − v2

c2 )

(1 + w′v
c2 )2

. (24.15)

Wenn |w′| < c und |v| < c, dann ist dieser Ausdruck positiv. Dann ist also auch |w| < c. Beispiel: w′ = v = 0.5c,
dann ist w = 0.8c.
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24.c Viererstromdichte

Wir fassen Ladungs- und Stromdichte zusammen zur Viererstromdichte

( jµ) = (cρ, j) (24.16)

und überzeugen uns, dass jµ ein Vierervektor ist. Für Ladungen der Geschwindigkeit v gilt (für Ladungen
verschiedener Geschwindigkeit können die Beiträge superponiert werden)

jµ = ρvµ, (v0 = c), jµ = ρ
√

1 − β2uµ (24.17)

Falls ρ
√

1 − β2 ein Viererskalar ist, ist jµ ein Vierervektor. Nun ist

ρ =
q
V
=

q

V0

√

1 − β2
(24.18)

mit dem Volumen V0 im Ruhesystem und der Längenkontraktion V = V0

√

1 − β2. Da die Ladung q und V0

Viererskalare sind, ist auch ρ
√

1 − β2 ein Viererskalar.
Wir bringen nun die Kontinuitätsgleichung in L-invariante Form. Aus ρ̇ + div j = 0 folgt

∂ jµ

∂xµ
= 0, (24.19)

da ∂ j0/∂x0 = ∂ρ/∂t. Wir betrachten nun die Transformations-Eigenschaften der Ableitungen ∂/∂xµ

∂ f
∂x′µ

=
∂xν

∂x′µ
∂ f
∂xν
= Λ ν

µ

∂ f
∂xν

, (24.20)

das heisst die Ableitung transformiert sich gemäß

∂

∂x′µ
= Λ ν

µ

∂

∂xν
(24.21)

wie x′µ = Λ
ν
µ xν. Man schreibt daher

∂

∂xµ
= ∂µ, (∂µ) = (

1
c
∂

∂t
,∇). (24.22)

Man achte auf die Stellung der Indices. Ähnlich gilt

∂

∂xµ
= ∂µ, (∂µ) = (

1
c
∂

∂t
,−∇). (24.23)

Man kann dann die Kontinuitätsgleichung als
∂µ jµ = 0 (24.24)

schreiben. Generell ist die Viererdivergenz ∂µPµ = ∂µPµ eines Vierervektors P ein Viererskalar.

24.d Viererpotential

Wir fassen nun A und Φ zusammen zum Viererpotential

(Aµ) = (Φ,A), (24.25)

dann gilt

�Aµ = −4π
c

jµ (24.26)

in der L-Eichung mit der Eichbedingung

div A +
1
c
Φ̇ = 0→ ∂µAµ = 0. (24.27)
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Dabei ist der ’A-Operator

� = 4 − 1
c2
∂2

t = −∂µ∂µ (24.28)

ein Viererskalar �′ = �.
Wir zeigen nun, dass die retardierte Lösung Aµ

r manifest L-invariant ist. Wir behaupten

Aµ
r (x) =

1
c

∫

d4y jµ(y)δ(
1
2

s2)θ(x0 − y0) (24.29)

s2 = (xµ − yµ)(xµ − yµ) = c2(ty − tx)2 − (x − y)2 (24.30)

θ(x0) =

{

1 x0 > 0
0 x0 < 0

(24.31)

Wir betrachten nun generell die Integration über eine δ-Funktion, die von einer Funktion f abhängt. Offen-
sichtlich tragen nur die Nullstellen ti von f bei,

∫

g(t)δ( f (t))dt =
∑

i

∫ ti+ε

ti−ε
g(t)δ( f (t))dt mit f (ti) = 0. (24.32)

Mit z = f (t), dz = f ′(t)dt folgt dann

∫

g(t)δ( f (t))dt =
∑

i

∫ ε f ′(ti)

−ε f ′(ti)
g(ti)δ(z)

dz
f ′(ti)

=
∑

i

g(ti)
| f ′(ti)|

. (24.33)

Damit ergeben sich die Nullstellen in der δ-Funktion von (24.29) zu ty = tx ± |x − y|/c und die Ableitungen zu
f ′(ty) = c2(ty − tx) = ±c|x − y|, was

Aµ
r (x) =

1
c

∫

d4y jµδ(
1
2

s2)θ(tx − ty) =
∫

d3y
1

c|x − y| j
µ(y, tx −

|x − y|
c

) (24.34)

ergibt. Wegen θ(tx− ty) erhalten wir die retardierte Lösung. Sie ist in Übereinstimmung mit (21.14) und (21.15).
Ersetzen wir die θ-Funktion durch θ(ty − tx), so ergibt sich die avancierte Lösung. Man beachte, dass sich das
Vorzeichen der Zeitdifferenz längs des Lichtkegels unter eigentlichen L-Transformationen nicht ändert.
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25 Elektromagnetischer Feldtensor

25.a Feldtensor

Aus dem Viererpotential (Aµ) erhalten wir die Felder E und B,

B = rot A, E = − gradΦ − 1
c

Ȧ, (25.1)

zum Beispiel

B1 =
∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3
= ∂3A2 − ∂2A3, E1 = −

∂A0

∂x1
− ∂A1

∂x0
= ∂1A0 − ∂0A1. (25.2)

Wir führen daher den elektromagnetischen Feldtensor ein

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, Fµν = −Fνµ. (25.3)

Er ist ein antisymmetrischer Vierertensor. Explizit lautet er

(Fµν) =





























0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0





























. (25.4)

25.b M-Gleichungen

25.b.α Die inhomogenen Gleichungen

Die Gleichung div E = 4πρ lässt sich ausdrücken

∂1F10 + ∂2F20 + ∂3F30 =
4π
c

j0. (25.5)

Aus der 1-Komponente von rot B − 1
c Ė = 4π

c j folgt

∂B3

∂x2
− ∂B2

∂x3
− ∂E1

∂x0
=

4π
c

j1 → ∂2F21 + ∂3F31 + ∂0F01 =
4π
c

j1, (25.6)

ähnlich für die anderen Komponenten. Diese vier Komponenten-Gleichungen lassen sich zusammenfassen zu

∂µFµν =
4π
c

jν. (25.7)

Setzen wir die Darstellung der Felder durch die Potentiale ein, (25.3), so folgt

∂µ(∂µAν − ∂νAµ) =
4π
c

jν. (25.8)

Mit der Bedingung für die L-Eichung ∂µAµ = 0, (24.27) folgt dann

∂µ∂
µAν =

4π
c

jν (25.9)

in Übereinstimmung mit (24.26) und (24.28).
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25.b.β Die homogenen Gleichungen

Ähnlich kann man die homogenen M-Gleichungen umschreiben. Aus div B = 0 wird

∂1F23 + ∂2F31 + ∂3F12 = 0 (25.10)

und aus ( rot E + 1
c Ḃ)x = 0 wird

−∂2F30 − ∂3F02 − ∂0F23 = 0. (25.11)

Diese Gleichungen lassen sich zusammenfassen zu

∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ = 0. (25.12)

Man beachte, dass die Gleichung nur für λ , µ , ν , λ nicht trivial ist. Sind zwei Indices gleich, so ver-
schwindet die linke Seite identisch. Man kann diese Gleichungen auch mit Hilfe des dualen Feldtensors

F̃µν =
1
2
εµνκλFκλ (25.13)

ausdrücken. Dabei ist εκλµν vollständig antisymmetrisch gegen Vertauschung der Indices. Das heißt, er ändert
sein Vorzeichen, wenn zwei Indices vertauscht werden. Das impliziert, dass er verschwindet, wenn zwei Indices
gleich sind. Er ist daher nur von Null verschieden, wenn alle vier Indices verschieden sind. Wir normieren ihn
auf ε0123 = 1. Damit hat man explizit

(F̃µν) =





























0 −B1 −B2 −B3

B1 0 E3 −E2

B2 −E3 0 E1

B3 E2 −E1 0





























. (25.14)

und (25.12) lässt sich schreiben
∂µF̃µν = 0. (25.15)

Man überzeuge sich, dass ε ein invarianter Pseudotensor vierter Stufe ist, das heißt es gilt

ε′µνκλ = det(Λ)εµνκλ, (25.16)

wobei det(Λ) gemäß der Diskussion nach (23.19) nur die Werte ±1 annimmt und für eigentliche L-
Transformationen gleich +1 ist (23.21).

25.c Transformation der elektrischen und magnetischen Felder

Da sich (∂µ) und (Aν) wie Vierer-Vektoren transformieren, gilt

F′µν = ΛµκΛ
ν
λFκλ (25.17)

für die Transformation des elektromagnetischen Feldes. Wählen wir speziell

(Λµν) =





























γ 0 0 −βγ
0 1 0 0
0 0 1 0
−βγ 0 0 γ





























, (25.18)

so folgt
E′1 = F′10 = Λ1

κΛ
0
λFκλ = γF10 − βγF13 = γ(E1 − βB2), (25.19)

also
E′1 = γ(E1 −

v
c

B2), (25.20)
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ähnlich

B′1 = γ(B1 +
v
c

E2) (25.21)

E′2 = γ(E2 +
v
c

B1), B′2 = γ(B2 −
v
c

E1) (25.22)

E′3 = E3, B′3 = B3, (25.23)

was wir auch zu

E′‖ = E‖, B′‖ = B‖, Komponente ‖ v (25.24)

E′⊥ = γ(E⊥ +
v
c
× B), B′⊥ = γ(B⊥ −

v
c
× E), Komponenten ⊥ v (25.25)

zusammenfassen können.

25.d Felder einer gleichförmig bewegten Punktladung

Wir können daraus zum Beispiel die Felder einer Ladung, die sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit v = vez

bewegt, berechnen. Im Ruhesystem S ′ der Ladung, die im Ursprung ist, gilt

E′ = q
r′

r′3
, B′ = 0. (25.26)

Im System S gilt für die Ladung xq = yq = 0, zq = vt. Wir drücken nun r′ aus durch r und t und erhalten

E′ =
(

qx
N
,

qy
N
,

qγ(z − vt)
N

)

, (25.27)

B′ = 0, (25.28)

N = r′3 = (x2 + y2 + γ2(z − vt)2)3/2. (25.29)

Es folgt

E1 = γ(E′1 +
v
c B′2) = qγx

N
E2 = γ(E′2 − v

c B′1) = qγy
N

E3 = E′3 =
qγ(z−vt)

N



















E =
qγ(r − vt)

N
(25.30)

B1 = γ(B′1 − v
c E′2) = − qγβy

N

B2 = γ(B′2 +
v
c E′1) = qγβx

N
B3 = B′3 = 0























B =
qγ(v × r)

cN
. (25.31)

Flächen konstanten Ns sind in Bewegungsrichtung abgeplattete Rotations-Ellipsoide. Dabei ist kurze Halbachse

/ lange Halbachse = 1/γ =
√

1 − v2

c2 , also eine Verkürzung, wie sie auch bei der Längenkontraktion auftritt.

25.e D-Effekt

Wir betrachten eine monochromatische ebene Welle

E = E0eiφ, B = B0eiφ mit φ = k · r − ωt. (25.32)

Wir wissen, wie sich E und B und damit auch E0 und B0 transformieren. Es bleibt daher noch der Viererskalar
der Phase φ zu betrachten. Schreiben wir

(kµ) = (
ω

c
, k), (25.33)

so folgt
φ = −kµxµ. (25.34)
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Da (xµ) ein beliebiger Vierervektor und φ ein Viererskalar sind, folgt, dass (kµ) ein Vierervektor ist. Daher
erhält man für die spezielle L-Transformation (25.18)

ω′ = ck′0 = cγ(k0 − βk3) = γ(ω − βck3), k′1 = k1, k′2 = k2, k′3 = γ(k3 − βω
c

). (25.35)

Ist der Winkel zwischen z-Achse und Ausbreitungsrichtung θ, so gilt k3 = ω
c cos θ und es folgt

ω′ = ωγ(1 − β cos θ). (25.36)

Ist daher v parallel beziehungsweise antiparallel zur Ausbreitungs-Richtung, so hat man die longitudinale
D-Verschiebung

θ = 0 : ω′ = ω
√

1−β
1+β (25.37)

θ = π : ω′ = ω
√

1+β
1−β . (25.38)

Ist dagegen θ = π/2 beziehungsweise θ′ = π/2, so hat man die transversale D-Verschiebung

θ =
π

2
: ω′ = ω√

1−β2
(25.39)

θ′ =
π

2
: ω′ = ω

√

1 − β2. (25.40)

Dabei ist θ′ der Winkel zwischen der z′-Achse und der Ausbreitungsrichtung in S ′.
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26 Relativistische Mechanik

E erkannte, dass die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit und die sich daraus ergebende L-
Transformation nicht auf die Elektrodynamik beschränkt ist, sondern allgemeine Gültigkeit in der Physik hat.
Hier betrachten wir ihre Anwendung auf die Mechanik ausgehend von der Kraft auf Ladungen.

26.a L-Kraftdichte

Die Kraftdichte auf bewegte Ladungen lautet

k = ρE +
1
c

j × B, (26.1)

also zum Beispiel für die erste Komponente

k1 = ρE1 +
1
c

( j2B3 − j3B2) =
1
c

( j0F10 − j2F12 − j3F13) =
1
c

jνF
1ν. (26.2)

Man führt daher den Vierer-Vektor der L-Kraftdichte

kµ =
1
c

jνF
µν (26.3)

ein. Wir betrachten die zeitartige Komponente

k0 =
1
c

jνF
0ν =

1
c

j · E. (26.4)

Während die raumartigen Komponenten die mechanische Impulsänderung pro Zeit- und Volumen-Einheit
angeben, gibt die zeitartige Komponente die pro Zeit und Volumen zugeführte Energie an

(kµ) = (
1
c

j · E, k). (26.5)

26.b L-Kraft auf eine Punktladung

Die Vierer-Stromdichte am Ort x einer Punktladung q am Ort xq ist

jν(x, t) = qδ3(x − xq(t))vν. (26.6)

Daher ist die auf die Punktladung wirkende Kraft gegeben durch

Kµ =
q
c

vνF
µν. (26.7)

Dies ist kein Vierer-Vektor, da (vµ) kein Vierer-Vektor ist. Multiplizieren wir sie hingegen mit γ so erhält man
einen Vierer-Vektor, die M-Kraft

γKµ =
q
c

uνF
µν. (26.8)

K ist der der Punktladung pro Zeiteinheit zugeführte Impuls, cK0 die der Punktladung pro Zeiteinheit zugeführte
Energie. Die M-Kraft ist dann der pro Eigenzeit zugeführte Impuls beziehungsweise die pro Eigenzeit
zugeführte Energie durch c.

26.c Energie und Impuls eines Massenpunktes

Da Impulsänderung und Energieänderung durch c einen Vierervektor bilden, erwarten wir, dass auch mechanis-
cher Impuls und Energie durch c einen Vierervektor bilden

(Gµ) = (
1
c

E,G). (26.9)
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Im Ruhesystem S ′ erwarten wir G′ = 0, das heißt

(G′µ) = (
1
c

E0, 0). (26.10)

Im System S ergibt sich mit der speziellen Transformation (23.23) für v = vez

G = γ v
c2 E0ez = γv

E0

c2
, (26.11)

E = cG0 = cγG′0 = γE0. (26.12)

Für Geschwindigkeiten klein gegen die Lichtgeschwindigkeit folgt

G =
E0

c2
v
(

1 +
v2

2c2
+ ...

)

. (26.13)

In der Nschen Mechanik haben wir
GNewton = mv (26.14)

für einen Massenpunkt der Masse m. Für Geschwindigkeiten v � c sollte der Impuls der Nschen und der
relativistischen Mechanik übereinstimmen. Daraus folgt

m =
E0

c2
→ E0 = mc2, G = mγv. (26.15)

Für die Energie E folgt dann

E = mc2γ = mc2 +
m
2

v2 + O(v4/c2). (26.16)

Man ordnet dem Teilchen eine Ruheenergie E0 = mc2 zu. Bei kleinen Geschwindigkeiten kommt dazu der aus
der Nschen Mechanik bekannte Beitrag m

2 v2 hinzu. Damit gilt

Gµ = muµ. (26.17)

Dieses G bezeichnet man als den Vierer-Impuls. Wir beobachten noch

GµGµ = m2uµuµ = m2c2, (26.18)

woraus

−G2 +
1
c2

E2 = m2c2, E2 = m2c4 +G2c2 (26.19)

folgt.
Solange die Teilchen erhalten bleiben, ist die Ruheenergie E0 = mc2 nicht beobachtbar. Bei der Umwandlung
von Teilchen wird sie jedoch beobachtet, zum Beispiel beim Zerfall eines Teilchens in zwei andere

Λ0 → π− + p+. (26.20)

Mit den Massen
mΛ = 2182me, mπ = 273me, mp = 1836me (26.21)

folgt für das vor dem Zerfall ruhende Λ die Energie- und Impuls-Bilanz

mΛc2 =

√

m2
πc4 +G2

πc2 +

√

m2
pc4 +G2

pc2 (26.22)

0 = Gπ +Gp. (26.23)

Die Lösung des Gleichungssystems ergibt

|G| = 4c
√

M(mΛ − M)(M − mπ)(M − mp)/mΛ, 2M = mΛ + mπ + mp. (26.24)

Mit Hilfe der Vierervektoren kann man aus

G µ

Λ
= G µ

π +G µ
p (26.25)
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nach Gp auflösen und quadrieren

G µ
p Gpµ = (Gµ

Λ
−Gµ

π)(GΛµ −Gπµ) = Gµ

Λ
GΛµ +Gµ

πGπµ − 2Gµ

Λ
Gπµ. (26.26)

Dies ergibt
m2

pc2 = m2
Λc2 + m2

πc2 − 2mΛEπ (26.27)

und damit

Eπ =
c2

2mΛ

(

m2
Λ + m2

π − m2
p

)

(26.28)

und analog

Ep =
c2

2mΛ

(

m2
Λ − m2

π + m2
p

)

. (26.29)

26.d Bewegungsgleichung

Wir schreiben nun noch explizit die Bewegungsgleichung für Massenpunkte auf

dGµ

dt
= Kµ. (26.30)

Wie wir früher schon bemerkten, ist die Gleichung nicht manifest L-invariant. Wir haben jedoch

dGµ

dτ
=

dGµ

dt
dt
dτ
= γ

dGµ

dt
= γKµ, (26.31)

wobei die rechte Seite wieder die M-Kraft ist. In dieser Form ist die Bewegungsgleichung manifest
L-invariant.
Falls eine Kraft die Ruheenergie eines Teilchens nicht ändert, so folgt aus

GµGµ = m2c2 → d
dτ

(GµGµ) = 0→ GµγKµ = 0→ uµKµ = 0. (26.32)

Die Kraft ist orthogonal zur Weltgeschwindigkeit. Als Beispiel dient die L-Kraft

uµKµ =
q
c
γvµvνF

µν = 0, (26.33)

da Fµν antisymmetrisch ist. Wir beobachten

vµKµ = −v ·K + c
c

dE
dt
= 0. (26.34)

Die Gleichung (26.32) ist also äquivalent zu
dE
dt
= v ·K, (26.35)

die die der Masse zugeführte Leistung angibt.
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27 L-Formulierung

27.a L-Funktion einer massiven Ladung im elektromagnetischen Feld

Wir behaupten, die L-Funktion L einer Punktladung q der Masse m im elektromagnetischen Feld kann
geschrieben werden als

L = −mc2

√

1 − ṙ2

c2
− qΦ(r, t) +

q
c

A(r, t) · ṙ

= −mc2

√

1 +
ẋα ẋα
c2
− q

c
Aµ(x)ẋµ. (27.1)

Die Wirkung I kann dann

I =
∫

dtL = −mc2
∫

dτ − q
c

∫

dtAµ
dxµ
dt
=

∫

dτ(−mc2 − q
c

Aµuµ), (27.2)

das heißt als Vierer-Skalar geschrieben werden.
Wir überzeugen uns nun, dass hieraus die korrekten Bewegungsgleichungen folgen. Die Bewegungs-Gleichung
lautet

d
dt
∂L
∂ẋα
− ∂L
∂xα
= 0, (27.3)

woraus mit

− ∂L
∂ẋα
=

mẋα
√

1 − ṙ2

c2

+
q
c

Aα(r(t), t) = Gα +
q
c

Aα (27.4)

dann
d
dt

G +
q
c

Ȧ +
q
c

(v · ∇)A + q∇Φ − q
c
∇(v · A) = 0 (27.5)

folgt. Man beachte, dass in Ȧ nur die partielle Zeit-Ableitung von A steckt, daher haben wir dA/dt = Ȧ+(v·∇)A.
Durch geeignetes Zusammenfassen der Beiträge folgt

d
dt

G + q(∇Φ+ 1
c

Ȧ) − q
c

v × (∇ × A) = 0 (27.6)

d
dt

G − qE − q
c

v × B = 0. (27.7)

Also liefert die obige L-Funktion tatsächlich die korrekte Bewegungsgleichung.

27.b Ldichte des elektromagnetischen Feldes

Die L-Dichte L des elektromagnetischen Feldes eines Systems von Ladungen setzt sich aus drei An-
teilen zusammen

L = − 1
16π

FµνFµν −
1
c

Aµ jµ + Lmech. (27.8)

Der mechanische Anteil ist für Punktladungen der Masse mi

Lmech = −
∑

i

mic
3
∫

dτδ4(x − xi(τ)), (27.9)

der nach Integration über d4x den entsprechenden Anteil der Wirkung I in (27.1) ergibt. Der zweite Anteil
in (27.8) beschreibt die Wechselwirkung zwischen dem Feld und der Ladung. Integration dieses Anteils für
Punktladungen unter Verwendung von

jµ(r, t) =
∑

i

qi
dxi,µ

dt
δ3(r − ri) (27.10)
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ergibt den entsprechenden Anteil in (27.1). Der erste Anteil ist der Beitrag des freien Feldes. Dass er die
korrekten M-Gleichungen ergibt, werden wir unten nachprüfen. Die Wirkung selbst ergibt sich zu

I =
1
c

∫

d4xL(x) =
∫

dt
∫

d3xL(x, t) =
∫

dtL(t), L(t) =
∫

d3xL(x, t). (27.11)

Die Wirkung muss nun extremal unter Variation der Felder A sein. Dabei betrachten wir F als Funktion von A
(25.3), Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Dann ergibt die Variation bezüglich A

δL = − 1
8π

FµνδFµν − 1
c

jνδAν (27.12)

δFµν = δ(∂µAν − ∂νAµ) = ∂µδAν − ∂νδAµ (27.13)

FµνδFµν = Fµν∂
µδAν − Fµν∂

νδAµ = 2Fµν∂
µδAν (27.14)

δL = − 1
4π

Fµν∂
µδAν − 1

c
jνδAν. (27.15)

Damit erhalten wir für die Variation der Wirkung nach A

δI =

∫

d4x
(

− 1
4πc

Fµν∂
µδAν − 1

c2
jνδAν

)

= −
∫

d4x
1

4πc
∂µ(FµνδAν) +

∫

d4x
( 1
4πc

∂µFµν −
1
c2

jν
)

δAν. (27.16)

Der erste Term der zweiten Zeile ist ein Oberflächen-Term (im vier-dimensionalen Raum). Aus dem zweiten
Term folgen die inhomogenen M-Gleichungen (25.7)

∂µFµν =
4π
c

jν. (27.17)

Die homogenen M-Gleichungen sind bereits durch die Darstellung Fµν = ∂µAν − ∂νAν erfüllt.
Generell erhält man für eine L-Dichte, die von einem Feld (Aµ) und deren Ableitungen abhängt, durch
Variation

cδI =

∫

d4xδL(x)

=

∫

d4x

(

δL
δAν(x)

δAν(x) +
δL

δ∂µAν(x)
∂µδAν(x)

)

=

∫

d4x∂µ
(

δL
δ∂µAν(x)

δAν(x)

)

+

∫

d4x

(

δL
δAν(x)

− ∂µ
(

δL
δ∂µAν(x)

))

δAν(x). (27.18)

Es ist üblich, die partiellen Ableitungen von L nach A beziehungsweise ∂A mit δL/δ... zu bezeichnen. Da die
Variation verschwinden muss, folgen allgemein die Bewegungsgleichungen

∂µ
(

δL
δ∂µAν(x)

)

− δL
δAν(x)

= 0. (27.19)

Dies ist die Verallgemeinerung der Lschen Bewegungsgleichung (27.3) auf Felder. Neben der
Zeitableitung von δL/δȦν treten auch die räumlichen Ableitungen von δL/δ∇Aν auf.
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28 Energie-Impuls-Tensor und Erhaltungsgrößen

28.a Der Tensor

Im Abschnitt 15.b hatten wir aus der Dichte der L-Kraft einen Erhaltungssatz für den Impuls des
elektromagnetischen Feldes ”im Vakuum”, das heißt ohne Berücksichtigung zusätzlicher Beiträge in Materie
hergeleitet

−k =
∂

∂t
gs −

∂

∂xβ
Tαβeα, (28.1)

gs =
1

4πc
E × B, (28.2)

Tαβ =
1

4π

(

EαEβ + BαBβ

)

−
δαβ

8π

(

E2 + B2
)

. (28.3)

Als nullte Komponente müssen wir die Energiedichte betrachten. Für diese hatten wir in Abschnitt 15.a gefun-
den

−k0 = −1
c

j · E = 1
c

div S +
1
c

u̇ (28.4)

S =
c

4π
E × B (28.5)

u =
1

8π

(

E2 + B2
)

. (28.6)

Wir fassen zusammen
−kµ = −∂νT µν (28.7)

mit dem elektromagnetischen Energie-Impuls-Tensor

(T µν) =





























−u − 1
c S 1 − 1

c S 2 − 1
c S 3

−cgs1 T11 T12 T13

−cgs2 T21 T22 T23

−cgs3 T31 T32 T33





























. (28.8)

Dieser Energie-Impuls-Tensor setzt sich also zusammen aus der Energiedichte u, dem P-Vektor (En-
ergiestromdichte) S, der Impulsdichte g und dem Spannungstensor T . Man beobachtet, dass T µν symmetrisch
ist, T µν = T νµ, da Tαβ symmetrisch ist und cgs =

1
c S = 1

4πE × B gilt. Man prüft leicht nach, dass

T µν =
1

4π

(

− Fµ

λ
Fλν +

1
4

gµνFκ
λFλ

κ

)

(28.9)

gilt, entweder durch explizites Auswerten und Vergleich oder aus

kµ =
1
c

jλFµλ =
1

4π
(∂νFνλ)Fµλ =

1
4π
∂ν(FνλFµλ) − 1

4π
Fνλ∂

νFµλ. (28.10)

Nun folgt aus
Fνλ

(

∂νFµλ + ∂µFλν + ∂λFνµ
)

= 0 (28.11)

die Beziehung
1
2
∂µ

(

FνλFλν
)

+ 2Fνλ∂
νFµλ = 0, (28.12)

so dass wir schließlich

kµ =
1

4π
∂ν

(

FνλFµλ
)

+
1

16π
∂µ

(

FνλFλν
)

=
1

4π
∂ν

(

− Fµ

λ
Fλν +

1
4

gµνFκ
λFλ

κ

)

(28.13)

erhalten. T µν ist ein symmetrischer Vierertensor, das heißt er transformiert sich gemäß

T ′µν = ΛµκΛ
ν
λT κλ. (28.14)
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28.b Erhaltungssätze

Wir gehen aus von einem Vierervektorfeld ( jµ(x)). In jedem dreidimensionalen raumartigen Unterraum R des
vierdimensionalen Raums sei ( jµ) nur in einem endlichen Bereich von Null verschieden. Mit raumartig bezeich-
nen wir einen Raum, wenn je zwei Punkte des Raumes einen raumartigen Abstand haben. Eine Weltlinie, das
heißt eine Linie, die überall Unterlichtgeschwindigkeit hat, durchstößt einen raumartigen Unterraum in genau
einem Punkt. Trägt man den Unterraum als x0(r) auf, so ist die Steigung stets kleiner 1. Für die Weltlinie ist
die Steigung dagegen überall größer 1. Die Punkte konstanter Zeit eines Inertialsystems bilden zum Beispiel
einen raumartigen Raum. Wir integrieren nun die Divergenz ∂µ jµ über das vierdimensionale Volumen Ω, das
von zwei raumartigen Räumen R und R′ begrenzt wird und erhalten

∫

Ω

d4x
∂ jµ

∂xµ
=

∫

R
d3x

(

j0 − ∂X
∂xα

jα
)

−
∫

R′
d3x

(

j0 − ∂X′

∂xα
jα
)

. (28.15)

Den Beitrag ∂µ jµ integriert man einfach in xµ-Richtung
bis zur Begrenzung R beziehungsweise R′ oder bis jµ ver-
schwindet. Für die 0-Komponente ergibt das unmittelbar
den angegebenen Beitrag. Für die 1-Komponente bleibt
zunächst das Integral ±

∫

dx0dx2dx3 j1 an der Berandung.Die
dx0-Integration lässt sich aber in eine dx1 ∂X

∂x1 -Integration um-
formen. Wächst (fällt) X = x0 auf der Berandung mit x1, so
handelt es sich um die untere (obere) Grenze der Integration.
Daher das Minus-Zeichen vor ∂X

∂x1 . Entsprechendes gilt für
die anderen Raumkomponenten.Wir können uns auch noch
davon überzeugen, dass

x

x

x

x 0

0

0

1

=X(

=X’(

x

x )

)
R

R’

j jj µ µ µ=| 0=0 =0

∫

R
d3x

(

j0 − ∂X
∂xα

jα
)

=

∫

R
dVµ jµ (28.16)

mit (dVµ) = (1,−∇X)d3x ein Viererskalar ist. Führen wir nämlich einen Vierervektor ( j̄µ) so ein, dass

j̄µ =

{

jµ in R
0 in R′

, (28.17)

so folgt
∫

R
dVµ jµ =

∫

R
dVµ j̄µ =

∫

Ω

d4x
∂ j̄µ

∂xµ
, (28.18)

wobei letzteres Integral offensichtlich ein Viererskalar ist, da sowohl d4x wie auch die Vierer-Divergenz von
j̄ ein Viererskalar ist. Da aber das Feld ( jµ) beliebig ist, gilt für jedes infinitesimale (dVµ) aus R, dass dVµ jµ

ein Viererskalar ist. Da ( jµ) Vierervektor ist, muss auch (dVµ) Vierervektor sein. Damit können wir (28.16)
schreiben als

∫

Ω

d4x∂µ jµ =
∫

R
dVµ jµ −

∫

R′
dVµ jµ. (28.19)

Dies ist der Gßsche Satz in vier Dimensionen.
Wir ziehen nun Folgerungen daraus:

28.b.α Ladung

( jµ) sei der Viererstrom der Ladungsdichte. Aus der Kontinuitätsgleichung ∂µ jµ = 0 folgt für jedes raumartige
R der gleiche Wert

q =
1
c

∫

R
dVµ jµ (28.20)

für die Ladung, da das Integral der Divergenz über Ω in (28.19) verschwindet (da der Integrand verschwindet),
und da man immer das gleiche R′ wählen kann. Die Ladung ist daher eine Erhaltungsgröße, genauer gesagt
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haben wir konsistentes Verhalten gefunden, denn wir haben bereits in Unterabschnitt 24.c angenommen, dass
die Ladung erhalten ist. Neu ist, dass ihre Bestimmung in einem beliebigen dreidimensionalen Unterraum
möglich ist.

28.b.β Energie und Impuls

Aus
kµ = ∂νT

µν (28.21)

folgt
∫

Ω

d4xkµ =
∫

R
dVνT

µν −
∫

R′
dVνT

µν. (28.22)

In einem ladungsfreien Raum (kµ = 0), das heißt für freie elektromagnetische Wellen gilt dann, dass die Kom-
ponenten des Strahlungs-Impulses

Gµ
s = −

1
c

∫

R
dVνT

µν (28.23)

unabhängig von R sind. Sie sind also erhalten. Es sei nun (bµ) ein beliebiger konstanter Vierervektor. Dann ist
bµT µν ein Vierervektor und ∂ν(bµT µν) = 0. Damit wird dann bµG

µ
s zum Viererskalar und Gµ

s ist ein Vierervektor.
Sind nun im VierervolumenΩ Ladungen, so gilt

Gµ
s (R) = −1

c

∫

Ω

d4xkµ +Gµ
s (R′). (28.24)

Für Punktladungen qi hat man (26.7, 26.30)

1
c

∫

d4xkµ =
∑

i

∫

dtKµ

i =
∑

i

∫

dtĠµ

i =
∑

i

(Gµ

i (R) −Gµ

i (R′)). (28.25)

Dabei ist Gµ

i (R) = miu
µ

i (R) der Vierer-Impuls der Ladung #i an der Stelle, an der die Weltlinie der Ladung den
Unterraum R durchstößt. Damit ist

Gµ = Gµ
s (R) +

∑

i

Gµ

i (R) (28.26)

der erhaltene Vierer-Impuls.

28.b.γ Drehimpuls und Schwerpunktsbewegung

Aus (28.7) folgt
∂ν

(

xλT µν − xµT λν
)

= xλkµ − xµkλ + T µλ − T λµ. (28.27)

Da der Tensor T symmetrisch ist, kürzen sich die beiden letzten Terme weg. Wir führen den Tensor

Mλµ
s (R) = −1

c

∫

R
dVν(xλT µν − xµT λν

)

(28.28)

ein. Er ist antisymmetrisch Mλµ
s = −Mµλ

s . Auf Grund von (28.19) gilt

Mλµ
s (R) = −1

c

∫

Ω

d4x
(

xλkµ − xµkλ
)

+ Mλµ
s (R′). (28.29)

Für Punktladungen erhält man

1
c

∫

Ω

d4x
(

xλkµ − xµkλ
)

=
∑

i

∫

dt
(

xλi Kµ

i − xµi Kλ
i

)

=
∑

i

∫

dt
d
dt

(

xλi Gµ

i − xµi Gλ
i

)

, (28.30)

da ẋλGµ = ẋµGλ. Daher ist
Mλµ(R) = Mλµ

s (R) + Mλµ
m (R) (28.31)
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mit dem mechanischen Anteil
Mλµ

m (R) =
∑

i

(

xλi Gµ

i − xµi Gλ
i

)

∣

∣

∣

∣

R
(28.32)

eine Erhaltungsgröße, das heißt Mλµ(R) ist unabhängig von der Wahl von R. Zugleich ist (Mλµ) ein Vierertensor.
Es bleibt noch die Bedeutung von M zu bestimmen. Hierzu betrachten wir M in dem dreidimensionalen Raum
R, der durch die konstante Zeit t im Inertialsystem S gegeben ist. Wir haben dann

Mλµ = −1
c

∫

d3x
(

xλT µ0 − xµT λ0
)

+
∑

i

(

xλi Gµ

i − xµi Gλ
i

)

(28.33)

Wir betrachten zunächst die raumartigen Komponenten

Mαβ =

∫

d3x
(

xαgβs − xβgαs
)

+
∑

i

(

xαi Gβ

i − xβi Gα
i

)

. (28.34)

Dies ist für α , β eine Komponente des Drehimpulses L, nämlich εαβγLγ. Wir haben damit die Erhaltung des
Drehimpulses gefunden.
Ist eine Komponente zeitartig, so erhält man

M0α = ct
(

∫

d3xgαs +
∑

i

Gα
i

)

− 1
c

(

∫

d3xxαu +
∑

i

xαi Ei

)

. (28.35)

Der erste Beitrag stellt ct multipliziert mit dem Gesamtimpuls dar. Der zweite Beitrag ist die Summe aller
Energien dividiert durch c multipliziert mit der Ortskoordinate xα. Man kann diesen zweiten Beitrag als
den Energie-Schwerpunkt (tatsächlich die α-Komponente davon) multipliziert mit der Gesamtenergie dividiert
durch c auffassen. Da Gesamtimpuls und Energie konstant sind, heißt das, dass sich der Energie-Schwerpunkt
mit der konstanten Geschwindigkeit c2 Gesamtimpuls

Gesamtenergie bewegt. Für nichtrelativistische Geschwindigkeiten reduziert
sich der mechanische Anteil auf

M0α
m = c















t
∑

i

Gα
i −

∑

i

mix
α
i















. (28.36)

Die Erhaltung dieser Größe beinhaltet die gleichförmige Bewegung des Massenschwerpunkts mit der
Geschwindigkeit Gesamtimpuls durch Gesamtmasse. Relativistisch geht das in die gleichförmige Bewegung
des Energieschwerpunktes über. Die L-Invarianz verknüpft diese Erhaltung mit der Erhaltung des
Drehimpulses zur Erhaltung des antisymmetrischen Tensors M.
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29 Feld einer beliebig bewegten Punktladung

29.a Ĺ-W-Potential

Wir bestimmen zunächst das Potential am Punkt (xµ) einer Punktladung q, die sich auf einer Weltlinie rq(t)
bewegt. Ihre Viererstromdichte ist

jµ(x′) = qvµδ3(x′ − rq(t)), vµ = (c, ṙq(t)). (29.1)

Das Viererpotential ergibt sich dann nach (24.29) zu

Aµ(x) =
1
c

∫

d4x′ jµ(x′)δ(
1
2

s2)θ(t − t′) = q
∫

dt′vµ(t′)δ(
1
2

s2)θ(t − t′) (29.2)

mit
s2 = aνaν, aν = xν − xνq(t′). (29.3)

(aν) ist eine Funktion von (xν) und t′. Das Differential von
1
2 s2 ergibt sich zu

d(
1
2

s2) = aνdaν = aνdxν − aνv
νdt′. (29.4)

Damit erhält man das retardierte Ĺ-W-Potential

punkt (x  )
Beobachtungs-

Weltlinie
der Ladung

x

rq(t)

x1

0

µ

Lichtkegel

Aµ(x) = qvµ(t′)
1

| ∂
1
2 s2

∂t′ |
=

qvµ

aνvν

∣

∣

∣

∣

∣

r
=

quµ

aνuν

∣

∣

∣

∣

∣

r
. (29.5)

Dabei sind die beiden Ausdrücke mit dem Index r zu der Zeit t′ auszuwerten, zu der s2 = 0 und t > t′.
Wir beachten, dass aνvν = ac − a · v > 0, da a = c(t − t′) = |a|. Im momentanen Ruhesystem der Ladung ist
aνuν/c der Abstand zwischen Beobachtungspunkt und Ladung.

29.b Die Felder

Aus den Potentialen berechnen wir nun die Felder

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (29.6)

Hierzu müssen wir die Ableitungen von v, a und t′ bilden

∂µvν =
∂vν

∂t′
∂t′

∂xµ
(29.7)

∂µaν = ∂µ(xν − xνq(t′)) = gµν − vν
∂t′

∂xµ
(29.8)

∂t′

∂xµ
=

aµ

(a · v)
, (29.9)

wobei der letzte Ausdruck wegen s2 = 0 aus (29.4) gewonnen wurde. Hier und im Folgenden verwenden wir

(a · v) = aνvν = ac − a · v = c(a − a · β) (29.10)

(v · v) = vνvν = c2 − v2 = c2(1 − β2) (29.11)

(a · v̇) = aνv̇ν = −a · v̇. (29.12)
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Damit wertet man aus

∂µvν =
v̇νaµ

(a · v)
(29.13)

∂µaν = gµν − vνaµ

(a · v)
(29.14)

∂µ(a · v) = (∂µaκ)vκ + aκ(∂µvκ)

= gµκvκ −
vκaµ

(a · v)
vκ + aκ

v̇κaµ

(a · v)

= vµ − aµ
(v · v)
(a · v)

+ aµ
(a · v̇)
(a · v)

. (29.15)

Es folgt dann

∂µAν = ∂µ
(

q
vν

(a · v)

)

= q
∂µvν

(a · v)
− q

vν∂µ(a · v)
(a · v)2

= aµbν − q
vµvν

(a · v)2
, (29.16)

bν = q
vν(v · v) − vν(a · v̇) + v̇ν(a · v)

(a · v)3
. (29.17)

Damit ist

(bν) =
q

(a − a · β)3

(

1 − β2 +
a · β̇

c
,β(1 − β2) +

1
c
β(a · β̇) +

1
c

(a − a · β)β̇

)

(29.18)

und die Felder stellen sich dar

Fµν = aµbν − aνbµ (29.19)

E = ab0 − ab =
q(1 − β2)(a − βa)

(a − a · β)3
+

qa × ((a − βa) × β̇)
c(a − a · β)3

(29.20)

B = −a × b =
a × E

a
(29.21)

Der Beitrag proportional zur Beschleunigung β̇ fällt ab wie 1/a, für diesen Beitrag bilden a, E und B ein
Orthogonal-System. Der von β̇ unabhängige Beitrag fällt wie 1/a2 ab.

29.c Gleichförmige Bewegung

(vergleiche Abschnitt 25.d). Der Skalar γaλvλ/c ist gerade der Abstand zwischen Beobachtungspunkt und Ort
der Ladung im Ruhesystem der Ladung. Daher gilt

a − a · β = 1
γ
|r′|, (a − a · β)3 = N/γ3. (29.22)

Berücksichtigt man a = r − vt′, a = c(t − t′), so folgt

a − βa = r − vt′ − vt + vt′ = r − vt (29.23)

und damit

E =
qγ(r − vt)

N
, B =

(r − vt′) × (r − vt)qγ
c(t − t′)N

=
qγv × r

cN
(29.24)

in Übereinstimmung mit (25.30) und (25.31).
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29.d Beschleunigte Ladung momentan in Ruhe

Für β = 0 vereinfachen sich die Gleichungen (29.20) und (29.21) zu

E =
qa
a3
+

q
ca3

a × (a × β̇) (29.25)

B = − q
ca2

(a × β̇), (29.26)

woraus mit der Energiestromdichte S = c
4πE × B die in den Raumwinkel dΩ abgestrahlte Leistung

dU̇s

dΩ
= a2S · n = ca

4π
[a,E,B] =

q2

4πca2
(a × β̇)2 =

q2

4πc3
(n × v̇)2 (29.27)

und die gesamte abgestrahlte Leistung

U̇s =
2
3

q2

c3
v̇2 (29.28)

(L-Formel) folgt.
Für eine harmonische Bewegung rq = r0q cos(ωt) und v̇ = −r0qω

2 cos(ωt) folgt

U̇s =
2
3

q2r2
0q

c3
ω4(cos(ωt))2, U̇s =

1
3

p2
0

c3
ω4 (29.29)

in Übereinstimmung mit Abschnitt 22.b. Dies gilt für β � 1. Sonst hat man in 22.b auch Quadrupol- und höhere
Multipolanteile zu berücksichtigen und hier, dass β nicht mehr vernachlässigt werden kann, was auf zusätzliche
Beiträge der Ordnungω6 und höher führt.

29.e Abstrahlung, β , 0

Wir hatten gesehen, dass die Ladung im momentanen Ruhesystem die Leistung U̇s =
2
3

q2

c3 v̇2 abstrahlt. Der
abgestrahlte Impuls ist Null wegen der Symmetrie der Strahlung (ohne Berücksichtigung des statischen Anteils
von E, der aber so rasch abnimmt, dass er für hinreichend großes a nichts mehr beiträgt)

E(−a) = E(a), B(−a) = −B(a), Tαβ(−a) = Tαβ(a). (29.30)

Wir können daher den pro Eigenzeit abgestrahlten Impuls-Energie-Vektor schreiben als

d
dτ

(1
c

Us,Gs

)

=
uµ

c
2q2

3c3

(

−duλ

dτ
duλ
dτ

)

, (29.31)

da u̇0 = cγ̇ ∝ v · v̇ = 0. Da die Formel lorentz-invariant geschrieben ist, gilt sie in jedem Inertialsystem, das
heißt

dUs

dt
=

dτ
dt

u0

c
2q2

3c3

(

dt
dτ

)2 (

−d(γvλ)
dt

d(γvλ)
dt

)

=
2q2

3c3
γ2

(

(γv)̇(γv)̇ − c2γ̇2
)

=
2q2

3c3
γ2

(

γ2v̇2 + 2γγ̇(v · v̇) + γ̇2(v2 − c2)
)

. (29.32)

Mit dτ/dt · u0/c = 1 und

γ̇ =
d
dt

























1
√

1 − v2

c2

























= γ3 v · v̇
c2

(29.33)

folgt schließlich

U̇s =
2
3

q2

c3

(

γ4v̇2 + γ6 (v · v̇)2

c2

)

. (29.34)
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Beim Umlaufen in einem Synchrotron vom Radius r ist die Beschleunigung v̇ = v2/r senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung. Daraus folgt

U̇s =
2
3

q2cβ4γ4/r2 =
2
3

q2c(γ2 − 1)2/r2. (29.35)

Pro Umlauf ist die abgestrahlte Energie

∆Us =
2πr

v
U̇s =

4π
3

q2β3γ4/r. (29.36)

Bei Desy ergibt sich für ein umlaufendes Elektron der Energie E =7.5 GeV und mec2 =0.5 MeV ein Wert
γ = E/(mec2) = 15000. Für r = 32 m folgt dann ∆U = 9.5 MeV. Bei Petra hat man mit E = 19GeV ein
γ = 38000 und mit r = 367m eine Energieabstrahlung von ∆U = 34MeV pro Umlauf.
Aufgabe Hera bei Desy hat r = 1008m und arbeitet mit Elektronen von Ee = 30GeV und Protonen von
Ep = 820GeV. Man berechne deren Energieabstrahlung pro Umlauf.
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I Rückblick und Ausblick

c©2003 Franz Wegner Universität Heidelberg

In diesem letzten Kapitel wird zum einen ein Rückblick in Form eines knappen Abrisses der geschichtlichen En-
twicklung der Elektrodynamik gegeben. Zum anderen aber wollen wir einen einfachen Effekt der allgemeinen
Relativitätstheorie, nämlich den, dass der Zeitablauf vom Gravitationspotential abhängt, darstellen.

30 Kurze Geschichte der Elektrodynamik

Ich schließe mit einer kurzen Geschichte der Elektrodynamik. Dabei habe ich vorwiegend die folgende Literatur
verwendet:
S EW, A History of the Theories of Aether and Electricity
E S̀, Die großen Physiker und ihre Entdeckungen, Teil 1, Piper Band 1174
W H. W, Physik, Springer-Verlag
W H. W, Anhang I, Physikalisches Wörterbuch
M B, EW, Principles of Optics, Historical Introduction
E H, Geschichte der Physik
Encyclopedia Brittanica: Stichworte ’Electromagnetic Waves’ und ’Magnetism’
W V, Theoretische Physik
J.D. J and L.B. O, Historical roots of gauge invariance, Rev. Mod. Phys. 73 (2001) 663.

Eine geschichtliche Entwicklung nachzuzeichnen ist nicht einfach. Zum einen stellt sich die Frage, ob man
hinreichend vollständige Quellen hat. Zum zweiten werden häufig mehrere Personen für Entdeckungen oder
Erklärungen genannt, zuweilen zu recht unterschiedlichen Zeiten. Dies kann daran liegen, dass diese Personen
von ihren Entdeckungen gegenseitig nichts wussten. Es kann aber auch daran liegen, dass sie die Erschein-
ung unterschiedlich gut beobachtet oder erklärt haben. Manchmal haben sie das Ergebnis auch besonders gut
weitergegeben, so dass ihre Arbeit sehr populär wurde und sie als vermeintliche Autoren galten.
Wer hat zum Beispiel die Entstehung des Regenbogens erklärt? D  F, M  S
und K -D, die anfangs des 14. Jahrhunderts fanden, dass im Regentropfen der Sonnenstrahl zweimal
gebrochen und ein- oder zweimal reflektiert wird, oder D, der um 1625 fand, dass der dadurch ins-
gesamt entstehende Brechwinkel ein Extremum annimmt, so dass in diese Richtung eine besonders hohe In-
tensität an Licht gebrochen wird, oder Y und A, die um 1820 und 1836 die Wellennatur des Lichts
berücksichtigten? Alle haben ein Stück zu unserem Wissen beigetragen.
Anfangs waren es vor allem drei verschiedene Phänomene der Elektrodynamik, die dem Menschen auffielen,
ohne dass er Zusammenhänge zwischen diesen erahnte. Das offensichtlichste war das Licht, das ihm hervor-
ragende Orientierung bot und ihm zuweilen mit furchterregenden und auch angenehmen Erscheinungen entge-
gentrat, wie dem Blitz und dem Regenbogen.
Zwei andere schon im Altertum bekannte Phänomene waren weitaus seltener zu beobachten, die seltsamen
Eigenschaften zweier Minerale, Bernstein (ηλεκτρoν) und Magnetit (η λιθoζ Mαγνητιζ). Ersterer zieht leichte
Körper an, wenn man ihn reibt, letzterer hat die Kraft, Eisen anzuziehen und trägt seinen Namen von der Stadt
Magnesia in Thessalien, wo man ihn findet. Man sagt, T  M (um 600 v. Chr.) habe bereits die
Eigenschaften dieser Minerale gekannt.
Entsprechend entwickelten sich die Untersuchungen dieser Phänomene parallel zueinander in einer Theorie des
Lichts, der Elektrostatik und der Magnetostatik, bevor man erkannte, dass diese miteinander verknüpft sind.

30.a Theorie des Lichts bis F

H  A begründete die Gleichheit von Einfallswinkel und Reflexionswinkel bei einem Spiegel
damit, dass das Licht den kürzesten Weg nehme. Generell war man im Altertum und weitgehend im Mittelalter
der Ansicht, dass die Naturabläufe einen Endzweck haben. Man fragte sich: Warum läuft etwas so ab und nicht
wie läuft es ab?
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H und P̈ vertraten die Ansicht, dass man mit Sehstrahlen sah, die vom Auge ausgingen und vom
gesehenen Objekt reflektiert wurden. A (ibn al Haitham) kam zur korrekten Ansicht, dass das Licht von
der Sonne oder einem anderen strahlenden Körper ausging und vom Körper reflektiert in unser Auge gelangte.
A machte bedeutende Entdeckungen auf dem Gebiet der Optik (1030): Lochkamera und Parabolspiegel.
K lernte sehr viel aus seinen Werken. A wusste bereits, dass bei der Brechung der einfallende, der
reflektierte und der gebrochene Lichtstrahl in einer Ebene liegen.
In das 13. Jahrhundert gehört die Erfindung der Brille.
Die Erklärung der Entstehung des Regenbogens durch zweimalige Brechung und ein- oder zweimalige Reflex-
ion des Sonnenlichts im Regentropfen wird zu Beginn des 14. Jahrhunderts von D  F und von
A-S und K -D gegeben.
S  R fand experimentell das nach ihm benannte Brechungsgesetz um 1621. D gab
eine theoretische Herleitung unter der Annahme, dass die Geschwindigkeit in den beiden Medien feste Werte
hat und die Komponente parallel zur Grenzfläche erhalten bleibt. Die Herleitung wird korrekt, wenn der
Geschwindigkeitsvektor durch den Wellenvektor ersetzt wird. F führte dagegen das Prinzip der klein-
sten Zeit (1657) ein und leitete daraus das Brechungsgesetz (1661) her.
H war vermutlich 1667 der erste, der in seiner Arbeit Micrographia das Licht als Welle beschrieb, da
er Beugungserscheinungen beobachtet hatte, und durch theoretische Betrachtung des Verlaufs der Wellenfron-
ten das Brechungsgesetz herleitete. H hängt ebenfalls der Wellentheorie in seinem Traité de la lumière
(1678-1690) an. Wichtig wurde später vor allem für die Theorie der Beugung, aber auch der Brechung, das
Prinzip von H: Jeder Punkt einer Wellenfront kann selbst wieder als Quelle einer Sekundärwelle betra-
chtet werden. N wird weitgehend mit der Emanationstheorie in Verbindung gebracht, das heißt mit der
Vorstellung, Licht sei korpuskularer Natur. Das ist nicht ganz korrekt. N vermied es lange Zeit, Vorstel-
lungen einzuführen, die nicht experimentell überprüfbar waren. ’Um einen Disput zu vermeiden und diese
Hypothese allgemein zu machen, soll jedermann hier seine Vorliebe haben; nur was immer das Licht sein mag,
nehme ich an, dass es aus Strahlen besteht, die sich nach den jeweils herrschenden Umständen durch Größe,
Form oder Energie unterscheiden.’ Später allerdings favorisierte er die Korpuskular-Theorie.
N untersuchte die Farben dünner Blättchen intensiv. Er nahm an (Opticks), dass ’jeder Lichtstrahl bei
seinem Durchgang durch eine reflektierende Oberfläche in einen Übergangszustand gebracht wird, welcher
beim Fortgang des Strahls sich in gleichen Abständen wiederholt; bei jeder Wiederholung entlässt er den Strahl
leicht durch die nächste reflektierende Oberfläche und zwischen den Wiederholungen lässt er ihn reflektieren.’
Er fand, dass die Intervalle zwischen leichtem Durchgang mit der Farbe variieren und diese am größten für
rotes, am kürzesten für violettes Licht waren. Hätte er das Wellenbild akzeptiert, so hätte er die Wellenlängen
des sichtbaren Lichts bestimmen können.
Das inzwischen bekannte Phänomen der Doppelbrechung erklärte N 1717 durch unterschiedlich geformte
Querschnitte der Lichtkorpuskel, was der Idee einer transversalen Polarisation nahe kommt. H Wellen-
theorie maß dem Äther elastische Eigenschaften bei; er zog dabei allerdings nur longitudinale Wellen in
Erwägung und musste zur Erklärung der Doppelbrechung zwei verschiedene Arten von Wellen einführen, von
denen sich eine isotrop, die andere dagegen sphäroidal ausbreitete. Zu jener Zeit wurde N’s Erklärung
überwiegend akzeptiert.
In diesem Kurs haben wir die Doppelbrechung und die Beugung nicht behandelt. Sie spielten in der Entwicklung
der Theorie des Lichts eine wichtige Rolle. Es sei angemerkt, dass Doppelbrechung in anisotropen Kristallen
auftritt, in denen die Dielektrizitätskonstante ein Tensor ist.
1675 konnte R̈ durch Beobachtung der Verdunklung der Jupitermonde erstmals die Zeit bestimmen, die
das Licht für die Strecke Sonne-Erde benötigt. Bis dahin war es nicht klar, ob sich Licht instantan oder mit
endlicher Geschwindigkeit ausbreitet.
1728 fand J B die Aberration, das heißt eine Veränderung der Richtung des Lichts von einem Stern
auf Grund der senkrechten Bewegung der Erde gegen das Licht. Dies wurde als Beweis für die Korpuskular-
natur des Lichts angesehen. bereits 1677 hatte R̈ in einem Brief an H ein derartiges Phänomen
vermutet.
1744 griff M die Kontroverse zwischen D und F wieder auf. Er war zwar von der
Korpuskularnatur des Lichts überzeugt, wollte aber Fs Methode erhalten. Er forderte daher, dass ’der Weg
derjenige ist, für den die Wirkung am kleinsten wird’ und erlangte, dass an Stelle von Fs

∫

dt =
∫

ds/v
jetzt

∫

vds extremal werden sollte. Er führte damit erstmals das Prinzip der kleinsten Wirkung ein, das alsbald
auch von E und L aufgegriffen wurde und heute als das Prinzip gilt, das die Dynamik der Natur



30 Kurze Geschichte der Elektrodynamik 111

beherrscht.
1801 führte T Y das Konzept der Interferenz zweier Wellen ein und brachte damit das Hsche
Konzept von neuem ins Spiel. Er ist in der Lage, die Nschen Ringe mit diesem Konzept zu erklären.
M fand 1808, dass reflektiertes Licht normalerweise partiell polarisiert ist und fand den Winkel der Totalpo-
larisation, jetzt als Bscher Winkel bekannt (nach Gl. 18.22). Das Problem, den außergewöhnlichen
Strahl in doppel-brechenden Kristallen zu erklären, verblieb mit Erklärungen beider Seiten: L argu-
mentiert 1808 mit der Wirkungsfunktion für Korpuskel, Y 1809 für Wellen, wobei sich beide nur in
der Anisotropie des Kristalls einig sind. Die Situation wurde noch komplexer, als B 1815 auch
Kristalle mit zwei außergewöhnlichen Strahlen entdeckte (der Fall dreier verschiedener Eigenwerte des Dielek-
trizitätstensors.
Für 1818 schrieb die französische Akademie einen Preis für die Erklärung der Beugung aus. Die Anhänger
der Emissionstheorie (L, P, B) waren siegessicher, aber F legte eine Arbeit vor, in der
er fußend auf den Arbeiten von H and Y die Beugung für mehrere Anordnungen mit der Wellen-
theorie beschrieb. P, der die Arbeit sorgfältig studierte, fand, dass im Mittelpunkt des Schattens einer
kreisförmigen Scheibe ein heller Fleck sein müsste und verlangte eine experimentelle Überprüfung. A
fand den hellen Fleck und F gewann den Preis. Nachdem Y auch 1818 die Aberration mit der
Wellentheorie erklärt hatte, wurde diese die führende Theorie.
Y schlug 1817 erstmals vor, bei Licht könne es sich um Transversalwellen handeln. Dies wurde un-
terstützt durch die Beobachtung, dass zwei senkrecht zueinander polarisierte Lichtstrahlen keine Interferenz
zeigen. F griff diese Idee auf und entwickelte in den Folgejahren eine erfolgreiche Theorie der Dop-
pelbrechung, obwohl ihm die M-Gleichungen noch nicht zur Verfügung standen. Geschickte Experi-
mente von A (1831) zur Unterdrückung von Nschen Ringen bei Einstrahlung des Lichts unter dem
B-Winkel und die Messung der Lichtgeschwindigkeit in Luft und Wasser bewiesen die Wellennatur
des Lichts. (Im Medium größerer Brechzahl sagt die Wellentheorie eine kleinere, die Korpuskulartheorie eine
größere Geschwindigkeit vorher.)
F leitete einen Ausdruck für die Änderung der Lichtgeschwindigkeit in einem bewegten Medium her, der
experimentell von F (1851) bestätigt wurde. Es gab jedoch mehrere verschiedene Theorien darüber unter
anderem auch eine von S (1846). Verschiedene Ideen rivalisierten bei der Frage, in welchem Umfang
Materie den Äther mitführt.
Es sei bemerkt, dass der Äther als elastischer Festkörper in der Folgezeit viele hervorragende Wissenschaftler
beschäftigte und die Elastizitätstheorie zur Blüte brachte. Bei der Anwendung auf das Licht blieb es jedoch ein
Problem, Longitudinalwellen zu unterdrücken..
Ein Rätsel blieb, ob der Raum oberhalb der Erde ein Plenum sei, das dem Licht die notwendigen elastis-
chen Eigenschaften zur Ausbreitung gibt, oder ein Vakuum, das den Planeten ihre Bewegungen erlaubt. Diese
Diskussion bestand schon Jahrhunderte vorher. Nach D war der Raum ein Plenum, von einem Medium
ausgefüllt, unseren Sinnen nicht wahrnehmbar, das Kräfte übertragen kann und Effekte auf die materiellen
Körper übertragen kann, die in ihm eingebettet sind, genannt Äther. G, ein Anhänger von K
und G, führte hingegen die Doktrin der antiken Atomisten wieder ein, dass das Universum aus massebe-
hafteten Atomen, ewig und unveränderlich bestehe, die in einem Raum, der abgesehen von ihnen selbst leer ist.
Seine Doktrin wurde bald darauf von N aufgenommen und wurde Ausgangspunkt der darausfolgenden
Naturphilosophie.

30.b Elektrostatik

Bereits T  M (600 v. Chr.) berichtet, dass geriebener Bernstein (griechisch ’elektron’) leich-
te Körper anzieht. Um 1600 entdeckte G, dass viele andere Stoffe durch Reiben die gleiche Eigen-
schaft annehmen. Er prägte hierfür den Begriff ’elektrisch’. Das Wort ’Elektrizität’ wurde von B 1646
eingeführt. G arbeitete auch wesentliche Unterschiede zwischen magnetischen und elektrischen Kräften
heraus. (Magnete sind im Gegensatz zu elektrisierten Körpern permanent. Magnetische Kräfte werden durch
andere Substanzen nicht abgeschirmt. Magnete ziehen nur magnetisierbare Substanzen an, elektrisierte alle.)
O  G, bekannt durch die Herstellung des Vakuums in den Magdeburger Kugeln, machte sehr
frühzeitig - 1672 erschien die Experimenta nova magdeburgica - eine Reihe wichtiger Entdeckungen auf dem
Gebiet der Elektrizität: Er führte das erste Mal die Unterscheidung zwischen Leitern und Nichtleitern ein,
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beobachtete elektrische Abstoßung und Anziehung, die Influenz und baute die erste brauchbare Elektrisiermas-
chine. Seine Entdeckungen fanden aber offensichtlich keine allgemeine Beachtung.
W verglich 1708 den Funken, der von geriebenem Bernstein mit einem Knall überspringt, mit Donner und
Blitz, ein Hinweis darauf, dass es sich beim Blitz um eine elektrostatische Entladung handelt.
G fand 1729, dass Elektrizität durch bestimmte Stoffe übertragen wird, die D Nicht-Elektrika oder
Leiter nannte. G fand auch, dass sich die Elektrizität auf der Oberfläche von Körpern ansammelt. DF
beobachtete 1734, dass es zwei Arten von Elektrizität gibt, Glas- und Harzelektrizität und dass sich gleichartige
abstoßen, verschiedenartige anziehen.
Verbesserte Elektrisiermaschinen wurden in verschiedenen Varianten zwischen 1744 und 1746 von J
HW, GM B und BW entwickelt.
Der Kondensator in Form der Leidener Flasche wurde 1745 von P  M erfunden, un-
abhängig davon vermutlich etwas früher von E  K, aber erst 1746 von J. G. K̈ beschrieben.
W W schloss 1746, dass ’durch das Laden oder Entladen einer Leidener Flasche Elektrizität trans-
feriert wird, aber nicht erzeugt oder vernichtet.’ ’Unter geeigneten Umständen war es möglich die Elektrizität in
einigen Körpern rarer zu machen als sie natürlicherweise ist, und durch Übertragung auf andere Körper denen
eine zusätzliche Menge zu geben und deren Elektrizität dichter zu machen.’ Dies war ein erster Hinweis auf die
Erhaltung der Ladung.
Ähnliche Experimente, die B F nach einem Vortrag von D. S, der von Schottland nach
Amerika gekommen war, durchführte, brachten ihn 1747 ebenfalls zur Schlussfolgerung, ’dass die Gesamt-
menge Elektrizität eines isolierten Systems unveränderlich ist’. Populär wurde F durch die Erfindung
des Blitzableiters. Er bemerkte, dass es sich beim Blitz um eine elektrische Entladung handelt.
Die Einführung der Vorzeichen für die Ladung wird sowohl F als auch L (1777)
zugeschrieben: ’Ich nenne diejenige Elektrizität positiv, die, durch blankes Glas erregt, auf leitende Körper
geleitet wird; die entgegengesetzte nenne ich negativ.’
A und W kamen zu dem Ergebnis, dass ’gewöhnliche Materie’ (darunter verstanden sie ungefähr
das, was wir heute Materie ohne äußere Elektronen nennen würden) sich abstößt, die Teilchen der ’elektrischen
Flüssigkeit’ (heute äußere Elektronen) sich ebenfalls abstoßen und gewöhnliche Materie und die elektrische
Flüssigkeit einander anziehen. Weiterhin stellten sie fest, dass Glas und sogar Luft für die elektrische Flüssigkeit
undurchdringlich ist, obwohl sich die elektrische Wechselwirkung über größere Entfernungen erstreckt.
Das Phänomen der Influenz (auch elektrische Induktion), das schon von G, J C und W
beobachtet worden war, erklärte A 1757 mit den elektrostatischen Kräften und der freien Beweglichkeit
der elektrischen Flüssigkeit. W beschrieb 1762 viele Experimente im Zusammenhang mit der Influenz und
argumentiert, dass ein Dielektrikum im elektrischen Feld polarisiert ist.
J P berichtet 1767 in seinem wenig beachteten Werk History and present State of Electricity von
einem von F ausgeführten und von ihm wiederholten Experiment, dass im Inneren einer Metalldose
keine elektrische Kraft auftritt und die Innenflächen keine Ladungen tragen. Er schließt daraus, dass sich gle-
ichnamige Ladungen mit einer Kraft abstoßen, die umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstandes ist.
’Können wir nicht aus dem Experiment schließen, dass die Anziehung der Elektrizität denselben Gesetzen wie
die Gravitation genügt,... da man leicht zeigen kann, dass die Erde, hätte sie die Form einer Schale, einen Körper
im Inneren nicht nach einer Seite mehr anziehen würde als zur anderen.’
D B hatte 1760 die Vermutung geäußert, dass für die elektrostatische Wechselwirkung ein 1/r2-
Gesetz gelten sollte. J R hatte 1769 vermutlich als erster die 1/rn-Abhängigkeit mit n = 2 ± 0.06
gemessen. C hatte 1771 erklärt, dass die Wechselwirkung mit einer inversen Potenz kleiner als 3
abfällt. R und C ließen Jahre verstreichen, bis sie ihre Ergebnisse veröffentlichten. C
hatte 1775 vergleichende Angaben über die Leitwerte verschiedener Substanzen gemacht (Eisen, Seewasser,
etc.).
C verifizierte 1785 mittels der von M und unabhängig von ihm entwickelten Drehwaage das 1/r2-
Gesetz sehr genau. Die Drehwaage diente auch zur Bestimmung der Gravitationskonstante (C).
P stellte 1813 die nach ihm benannte Gleichung für das elektrostatische Potential auf. L hatte 1777
gezeigt, dass der nach ihm benannte Operator angewandt auf das Gravitationspotential in dem Teil des Raums,
der materiefrei ist, Null ergibt. P hatte nun die Dichte der Materie mit eingeführt und ausdrücklich
darauf hingewiesen, dass dies auch analog im elektrostatischen Fall gilt. Er hat damit das elektrostatische
Potential eingeführt und darauf hingewiesen, dass es auf der Oberfläche von Leitern konstant ist. G G
hat 1828 die Überlegungen Ps weitergeführt. Wir kennen das Gsche Theorem (B.67). Die Gsche
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Funktionen sind nach ihm benannt.
W T (L K) (1845) und M (1847) stellten auf Grund von Überlegungen Fs
die Zusammenhänge zwischen Polarisation und elektrischem Feld her, die wir in Abschnitt 6 dargelegt haben,
D = E + 4πP = εE, ρP = −4π div P.

30.c Magnetostatik

Bereits im Altertum waren Magnete bekannt. Sie sind nach der Stadt Magnesia in Thessalien benannt, in deren
Gegend der Magnetstein (Magnetit Fe3O4) natürlich vorkommt, der die Eigenschaft hat, anderen Magnetstein
und Eisen anzuziehen. Bereits um 1000 waren in China magnetische Nadeln als Richtungsweiser bekannt. Der
englische Enzyklopädist A N berichtet vom Kompass.
Der Kreuzfahrer P P  M gab 1269 in seiner Epistola de magnete eine genaue
Beschreibung der Magnetsteine. Er legte auf einen runden Magnetstein an verschiedenen Stellen eine Eisen-
nadel und markierte die Richtungen, welche die Nadel einnahm. Er fand, dass diese Kreise wie die Meridiane
der Erde verliefen und sich in zwei Punkten trafen, die er Pole nannte. Er beobachtete, dass ein zerbrochener
Magnet zwei Magnete mit Nord- und Südpol bildet, es also keine magnetischen Monopole gibt.
Von zwei magnetischen Polen der Erde sprach zuerst 1588 L S. W G gab 1600 eine
umfassende Darstellung in seiner Arbeit De magnete. Er betont, dass die Erde ein großer Magnet ist.
Ähnlich dem Kraftgesetz zwischen Ladungen untersuchte man auch das Kraftgesetz zwischen den Polen von
Magneten. N gab an, dass die Wechselwirkung fast mit 1/r3 abfällt. M fand 1750 auf Grund
eigener Messungen wie auch denen von B T und M das 1/r2-Gesetz, wie auch T
M 1760, L 1766. Dies führte rasch zu der Vorstellung von ’magnetischen Flüssigkeiten’ im Sinne
magnetischer Ladungen analog zu elektrischen. C vertrat die These, dass der Magnetismus in Molekülen
gefangen sei, und nur innerhalb dieser könnten sich die beiden magnetischen Flüssigkeiten trennen und so eine
Magnetisierung bewirken. (Die T-Reihe ist nach B T benannt, obwohl sie schon vorher bekannt
war).
P führte 1824 nach dem elektrischen Potential auch ein magnetisches, ähnlich dem in Unterabschnitt 11.b,
ein sowie den quantitativen Begriff der Magnetisierung. Eine weiterführende Theorie wurde von G 1828
gegeben.
W T (L K) stellte 1847 die Gleichungen div B = 0 und rot H = 0 für den stromfreien
Raum auf, führte die Beziehung B = H + 4πM ein, fand den Ausdruck für die magnetische Energiedichte und
schloss daraus, dass in der Beziehung B = µH, die schon P 1824 mit einem Tensor µ für anisotrope
Kristalle einführte, µ symmetrisch sein muss. Er prägte die Begriffe Suszeptibilität und Permeabilität.

30.d Aufbruch zur Elektrodynamik

Lange stellten Elektrizität und Magnetismus zwei von einander unabhängige Phänomene dar. Einen ersten Hin-
weis auf eine Beziehung ergab sich durch die Beobachtung, dass ein Blitz eine Kompassnadel ausschlagen ließ.
Auch gab es vereinzelt Fälle, in denen durch Blitzschlag Magnete ummagnetisiert wurden oder Eisen mag-
netisiert wurde: 1731, so wird berichtet, schlug ein Blitz in eine Kiste mit Messern und Gabeln, die schmolzen.
Beim Aufheben bemerkte man, dass herumliegende Nägel angezogen wurden. Ein Schiff, das 1681 nach Boston
fuhr, wurde vom Blitz getroffen. Anschließend zeigten die Kompassnadeln in die umgekehrte Richtung.
Experimentell verbesserte sich die Situation, als V um 1800 den Prototyp der Batterie mit der nach ihm be-
nannten Säule erfand, die es erlaubte, stetige Ströme zu erzeugen. Tatsächlich stand damit jetzt eine elektrische
Leistung zur Verfügung, die die bisherige elektrostatische um einen Faktor 1000 überstieg.
1820 beobachtete Ø, dass eine Magnetnadel durch einen parallel dazu fließenden Strom abgelenkt wurde.
Diese Entdeckung verbreitete sich wie ein Lauffeuer in Europa. B und S bestimmten noch im gleichen
Jahr quantitativ die Kraft eines geraden Stromes auf einen Magneten. Auf Grund einer Rechnung von L
für einen geraden Draht und einem anderen Experiment mit einem V-förmigen Draht erschloss B 1824 die
Kraft zwischen einem magnetischen Pol und und einem Leiterelement, was im wesentlichen dem nun nach B
und S benannten Gesetz entspricht.
À nahm 1820 ein Kraft-Gesetz der Form

K = I1I2

∮ ∮

r̂12 ( f1(r12)(dr1 · dr2) + f2(r12)(r̂12 · dr1)(r̂12 · dr2)) ,
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r12 = r1 − r2, r̂12 =
r12

r12
. (30.1)

zwischen zwei von Strömen I1 und I2 durchflossenen Schleifen an. Durch Vergleich mit seinen Messungen
erhielt er f1 = A/r2

12, f2 = B/r2
12. Jeder dieser beiden Beiträge ergibt einzeln bei geeigneter Wahl von A bzw. B

die Kraft zwischen zwei geschlossenen Leiterschleifen, vgl. (9.21). À hatte aber bereits beobachtet, dass
die Kraft auf ein Leiterelement senkrecht zu diesem steht, was mit B = −3A/2 erfüllt wird. So steckt bereits in
seinem Kraft-Gesetz die L-Kraft, obwohl er den Begriff eines magnetischen Feldes nicht verwendet.
Nach Vorarbeiten von À und A konstruierte W S 1825 einen Elektromagneten, der das
zwanzigfache seines Gewichtes tragen konnte.
H D fand 1821, dass der Leitwert (’leitende Kraft’) von Metallen proportional ihrem Querschnitt
und invers proportional ihrer Länge waren. GW O fand 1826-27 in seiner Arbeit Die galvanische
Kette den linearen Zusammenhang zwischen dem Strom durch einen Leiter und der Spannung, die am Leiter
anliegt. K formulierte 1845 die nach ihm benannten Knoten- und Maschengesetze (13.10, 13.11).
M F, ein Buchbindergeselle mit naturwissenschaftlichen Interessen, bewarb sich 1812 um eine
Anstellung bei der Royal Institution in London. Sein Direktor, H D, akzeptierte ihn, kaum ahnend,
dass er damit einen der größten zukünftigen Experimentatoren in seinem Institut aufgenommen hatte. (Nach
Ds Tod wurde F Direktor des Instituts.) Kurz nach der Entdeckung Øs untersuchte F die
Experimente zur Elektrizität und zum Magnetismus, die er 1821 in dem Historical Sketch of Electro-Magnetism
zusammenfasste. Angeregt durch die Influenz elektrischer Ladungen, d.h. die Beeinflussung elektrischer
Ladungen auf einem Leiter durch andere Ladungen, untersuchte er, ob ein Strom in einem Leiterkreis einen
Strom in einem anderen Leiterkreis anregen könne. Er fand, dass dies jeweils beim Verändern des Stromes im
ersten Leiterkreis geschah. Dies war der Ausgangspunkt für das Induktionsgesetz (1831).
Als ein Politiker F fragte, was denn seine Entdeckungen wert seien, antwortete er: ’Im Moment weiss
ich es noch nicht, aber eines Tages wird man sie besteuern können.’ Bekannt sind natürlich auch Fs
Arbeiten zur Elektrolyse. Da er selbst keine klassische Ausbildung genossen hatte, bat er W W,
einen Philosophen und Mathematiker aus Cambridge um Hilfe bei der Wahl von Termini. Dabei entstanden
die uns geläufigen Begriffe wie Elektrode, Anode, Kathode, Ion, Elektrolyse. F entdeckte auch den
Diamagnetismus.
F arbeitete sehr viel mit dem Konzept elektrischer und magnetischer Feldlinien. Er machte sie durch Gip-
skriställchen und Eisenfeilspäne sichtbar. Diese Verfahren waren nicht neu, aber bei mathematischen Physik-
ern in der Nachfolge Ns, die das Konzept der Fernwirkung vorzogen, nicht populär. Bereits W
machte die elektrischen Feldlinien sichtbar. Viele Experimente Fs zur Elektrostatik hatte W bereits
durchgeführt. Eine Zusammenstellung von Experimenten zum gleichen Thema beider Physiker findet sich in
der Geschichte der Physik von H. Die magnetischen Kraftlinien wurden schon von N C (1629)
und P P (1269) sichtbar gemacht. Der Leser überlege sich, wieso elektrische und magnetische
Kraftlinien durch länglich geformte Körper hoher Dielektrizitätskonstante oder Suszeptibilität sichtbar gemacht
werden.
F hatte eine recht präzise Vorstellung vom magnetischen Feld. Er betrachtete es als Röhren von Feldlin-
ien mit der Eigenschaft, dass das Produkt aus der Feldstärke und dem Querschnitt proportional ist, was der
Divergenzfreiheit entspricht. Er stellte fest, dass der induzierte Strom proportional zur Anzahl der Feldlinien
ist, die der Leiter überstreicht; wir sagen heute proportional zur Änderung des magnetischen Flusses.
Der Name Elektron wurde 1890 von J S geprägt. Vorher wurden auch (die heutigen) Elektronen
als Ionen bezeichnet.

30.e Elektrodynamik und Wellen

F beobachtete 1845, dass polarisiertes Licht, das man durch Glas schickt, seine Polarisationsebene ändert,
wenn parallel zum Strahl ein Magnetfeld angelegt wird. Das veranlasste ihn zur Vermutung, dass es sich beim
Licht um einen elektromagnetischen Vorgang handelt.
Bei den Bemühungen um eine einheitliche Theorie des Elektromagnetismus gab es zwei Stoßrichtungen. Die
eine ging vom Induktionsgesetz aus und führte das Vektorpotential A ein, die zweite verharrte bei der Fern-
wirkungstheorie und führte im Anschluss an die Untersuchungen À geschwindigkeitsabhängige Kräfte
ein.
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Das Vektorpotential wurde auf Grund verschiedener Überlegungen eingeführt. F N stellte 1845/48
fest, dass sich die Induktionsspannung als Zeitableitung des Integrals

∮

dr · A(r) schreiben ließ. Auf Grund
anderer Überlegungen, die uns heute nicht mehr so zwingend erscheinen, haben 1846 sowohl WW
als auch W T (L K) das Vektorpotential eingeführt. K verwendete es 1857.
K (1848) und R (1858) fiel auf, dass in den Kraftgleichungen für Ladungen und Ströme Faktoren
eingehen, deren Dimension das Quadrat einer Geschwindigkeit c ist. Zwei Ladungen q1 und q2 im Abstand r
üben die C-Kraft q1q2/r2 aufeinander aus, zwei Ströme I1 und I2 der Länge l im Abstand r (r � l)
die Kraft kI1I2l/(c2r) mit einer Zahlenkonstanten k, die der Leser selbst bestimmen möge. Die Bestimmung
von c zeigte, dass diese Geschwindigkeit gut mit der Lichtgeschwindigkeit übereinstimmte. Es waren dann
W 1834, F und G 1849, F 1850, die erste Messungen zur Ausbreitungsgeschwin-
digkeit der Elektrizität durchführten, wobei sie Werte erhielten, die um einen Faktor zwei oder anderthalb zu
groß oder zu klein waren. (Dass einige Werte größer als die Lichtgeschwindigkeit waren, war möglich, da nicht
alle Anordnungen linear waren.)
Die Einführung unterseeischer Kabel zur Übertragung elektrischer Signale begann 1851 (Dover-Calais).
W T (K) fand 1854, dass sich für hinreichend hohe Frequenzen eine gedämpfte Welle mit
nahezu konstanter Geschwindigkeit ausbreitet. K fand 1857, dass diese Geschwindigkeit für kre-
isförmigen Querschnitt mit der Geschwindigkeit c übereinstimmte, die auch als Quotient zwischen den Kräften
zwischen zwei Ladungen und zwei Strömen auftritt. Dieser Wert war kurz zuvor von W W und
K zu 3.1×1010cm/sec gemessen worden.
Schließlich war es M, dem es auf Grund seiner Vorstellungskraft und analytischen Begabung gelang,
die Gleichungen der Elektrodynamik in sich geschlossen darzustellen. Er hatte durch das Studium Fs
Experimenteller Untersuchungen viel gelernt und doch die notwendige Abstraktion behalten. An F schrieb
er 1857, dass er ’keineswegs ein Konvertit zu den Ansichten Fs’ war, aber 1858 schrieb er über F
als ’dem Kern alles elektrischen seit 1830.’
M verwendete immer noch viele mechanische Analogien wenn er etwa die Felder B und D als
Geschwindigkeiten einer inkompressiblen Flüssigkeit betrachtet. Er bemerkte 1861, dass in der Gleichung
rot H = 4π

c j der Verschiebungsstrom Ḋ/(4π) zu j hinzuzufügen ist, so dass die Erhaltung der Ladung
gewährleistet ist. Aus diesen Gleichungen fand er, dass die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit durch c, das im
Verhältnis der Kräfte zwischen Ladungen und Strömen auftritt, gegeben ist, was sehr gut mit den gemessenen
Werten übereinstimmte. Daraus schloss er ’Wir können kaum die Einlassung umgehen, dass das Licht aus
den transversalen Wellen des gleichen Mediums besteht, das die Ursache der elektrischen und magnetischen
Phänomene ist.’ Ms Gleichungen enthielten die Potentiale Φ und A, wobei er die Eichung verwendete,
die wir C-Eichung nennen. Den kompletten Satz der Gleichungen der Elektrodynamik hatte er 1864
in seiner Arbeit On a Dynamical Theory of the Electromagnetic Field vorgestellt. Sein komplettes Lehrbuch
Treatise on Electricity and Magnetism erschien 1871.
1867 veröffentlichte L V L seine Theorie des Elektromagnetismus, die den Verschiebungs-
Strom enthielt und die mit der nach ihm benannten Eichung die Ausdrücke (21.14) und (21.15) für die re-
tardierten Potentiale enthielt. Die Arbeit fußte auf der Potentialtheorie von F N. Auch R
fand 1858 diese retardierten Potentiale, doch wurde seine Arbeit erst 1867 zusammen mit der Lschen
veröffentlicht. Vieles, was L L fand, wurde später dem Holländer H L zugeschrieben,
der umfassende Arbeiten zur Elektrodynamik schrieb. Dabei spielte auch die Fast-Namensgleichheit eine Rolle,
wie auch die unberechtigte Kritik Ms (1886) ’Aus den Annahmen dieser beiden Arbeiten können wir
die Folgerungen ziehen, erstens, dass Kraft und Gegenkraft nicht immer gleich und entgegengesetzt sind, und
zweitens, dass man Apparate konstruieren kann, die beliebige Mengen Arbeit aus ihren Mitteln produzieren
können.’ Ironischerweise hatte M nicht bedacht, dass auch in den Feldern Energie und Impuls steckt.
Die L-L-Beziehung (1880), die der C-M-Beziehung (6.34) äquivalent ist, wenn man
ε durch das Quadrat n2 des Brechungsindex ersetzt, geht auf beide zurück.
In seinem Treatise on Electricity and Magnetism leitete M den Spannungstensor des elektromagnetis-
chen Feldes her. Der P-Vektor als Dichte des elektromagnetischen Energiestroms wurde von P
1884 und von H 1885 gefunden. Schließlich fand J.J. T 1893, dass die elektromagnetische Im-
pulsdichte durch den P-Vektor ausgedrückt werden kann.
1889 gab H den Ausdruck (1.17) für die Kraft an, die auf eine Ladung in einem Magnetfeld wirkt.
1881 hatte J.J. T, der Kathodenstrahlen untersuchte, den halben Wert dafür angegeben. L gibt
das korrekte Ergebnis in seiner Arbeit aus dem Jahr 1895 an. Sie wird heute als L-Kraft bezeichnet.
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M gab bereits 1864 v × B als Beitrag zur elektromotorischen Kraft in einem bewegten Körper an.
Schon W (1758) und F (1837) hatten den Begriff der Polarisierung eines Isolators eingeführt. Die
Vorstellung, dass die Magnetisierung auf atomaren Strömen beruht, findet sich bereits bei C, À
und T (K). Dieser Zusammenhang tritt in den Formulierungen Ms nicht klar heraus. Es
ist das Verdienst L’, dass er 1895 mit seiner Elektronentheorie die Felder E und B als elementare Felder
einführte und klarstellte, dass die beiden anderen D und H nur durch Polarisation und Magnetisierung entstehen.
’Sitz des elektromagnetischen Feldes ist der leere Raum. Es gibt in diesem nur einen elektrischen und einen
magnetischen Feld-Vektor. Dieses Feld wird erzeugt durch atomistische elektronische Ladungen, auf welche das
Feld ponderomotorisch zurückwirkt. Eine Verknüpfung des elektromagnetischen Feldes mit der ponderablen
Materie besteht nur dadurch, dass elektrische Elementarladungen mit atomistischen Bausteinen der Materie
starr verbunden sind.’ Lorentz hat damit eine klare Trennung zwischen Elektrodynamik und den Eigenschaften
der kondensierten Materie durchgeführt.
A Ĺ und EW gaben 1898 und 1900 die Potentiale einer beliebig bewegten Punktladung
an.
M fand bereits 1873, dass das Magnetfeld unter der Eichtransformation A→ A+∇χ invariant ist. Doch
untersuchte er nicht die Konsequenzen für das skalare Potential. L gab 1904 die allgemeine Eichtrans-
formation an.
Neben L haben wir es vor allem auch H Ṕ, O H und H H zu ver-
danken, dass sie die Grundzüge der Mschen Theorie klarer herausgearbeitet haben, so dass diese eine
allgemeine Verbreitung fand.
L und S führten 1900 und 1903 das Prinzip der kleinsten Wirkung für das kombinierte
System des elektromagnetischen Felds und geladener Teilchen ein.
M und Mitarbeiter bestimmten seit 1878 die Lichtgeschwindigkeit mit hoher Präzision. Es war letz-
tendlich H H, dem es 1886 gelang, elektromagnetische Wellen herzustellen (Hscher Dipol) und
zu detektieren, zunächst im Meter-Bereich, dann auch kürzere. W wies 1890 die Wellennatur des Lichtes
nach, indem er es auf einen Spiegel auffallen ließ und die periodische Schwärzung der Photoschicht durch die
stehenden Wellen erhielt.

30.f Relativitätstheorie

Um die Geschwindigkeit der Erde gegen den postulierten Äther zu bestimmen, führten M und M-
 ihr Experiment erstmals 1887 mit negativem Ergebnis durch: Keine Bewegung gegen den Äther konnte
festgestellt werden. F postuliert 1889, dass sich alle Gegenstände in Richtung der Bewegung gegen
den Äther verkürzen. L gibt 1892 die Verkürzung bis Ordnung v2/c2 an (L-Kontraktion, Unterab-
schnitt 23.b.β). Wesentlich war L’ Beobachtung, dass die Annahme eines Äthers, der sich mit Materie
bewegt, falsch war.
V fand 1887, dass die homogene Gleichung �Φ = 0 mit dem ’A-Operator � (20.13) unter einer
Klasse von linearen Transformationen der x und t invariant ist. L gab in seiner 1898 fertiggestellten und
1900 erschienen Arbeit Äther und Materie bereits die Transformation (23.2) an. Welchen Einfluss dies auf
L hatte, ist nicht bekannt. 1898 zog Ṕ bereits den Begriff der Gleichzeitigkeit in Zweifel. 1899
gab L die nach ihm benannte Transformation mit einem unbestimmten Skalenfaktor, der dem Faktor f
nach Gleichung (23.14) entspricht, an.
1904 fand L, dass die M-Gleichungen ohne Ladungen und Ströme invariant unter den Transfor-
mationen (23.2) sind, falls man die Felder in geeigneter Weise mittransformiert (siehe Abschnitt 25). 1905
bemerkte Ṕ, dass man die Ladungs- und Stromdichten so transformieren kann, dass der volle Satz
M-Gleichungen invariant unter L-Transformationen ist (vgl. Abschnitte 24 und 25).
E formulierte 1905 in Unkenntnis der Arbeit von L und gleichzeitig mit der oben genannten Arbeit
von Ṕ die spezielle Relativitätstheorie in einer allgemeinen und vollständigen Weise. Er bemerkte, dass
die Idee einer konstanten Lichtgeschwindigkeit in allen Inertialsystemen eine Realität ist, die nicht nur die
Elektrodynamik, sondern die gesamte Physik einschließlich der Mechanik beherrscht, und welche die G-
Invarianz ablöst. Der Grund, dass es so lange dauerte, die (spezielle) Relativitätstheorie zu entwickeln und die
Wissenschaftler davon zu überzeugen, dass diese die Realität beschreibt, ist die Rolle, welche die Zeit in ihr
spielt.
Es war (und ist für manchen noch heute) schwierig zu akzeptieren, dass man den Begriff einer absoluten (d.
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h. vom Inertialsystem unabhängigen) Gleichzeitigkeit aufgeben muss. Mehr zur Geschichte findet man in A.
Pais, ”Raffiniert ist der Herrgott...” Albert Einstein, Vieweg Verlag Braunschweig. Ein anderes Problem besteht
darin, dass damit der Äther als Referenzsystem verschwand.
Eine elegante Formulierung des vierdimensionalen Raums wurde von M 1908 eingeführt, die von E-
 zunächst als überflüssig bezeichnet, später von ihm aber als nützlich geschätzt wurde. Ausgehend von der
speziellen Relativitätstheorie, die in einem ebenen Raum beschrieben wird, entwickelte E die allgemeine
Relativitätstheorie unter der Annahme, dass die Gravitation durch eine Krümmung des Raums bewirkt wird.

30.g Von der klassischen zur Quanten-Elektrodynamik

Im Jahre 1900 stellte M P zunächst eine Interpolationsformel zwischen den beiden Grenzfällen für die
Energieverteilung des schwarzen Strahlers in Abhängigkeit der Strahlungsfrequenz her, nämlich dem R-
J-Gesetz (1900-1905) für niedrige Frequenzen und dem Wschen Gesetz (1896) für hohe Frequenzen,
das Psche Strahlungs-Gesetz. Dieses stimmte hervorragend mit der Beobachtung überein. Wenige
Monate später postulierte er, dass dies dadurch zu erklären sei, dass elektromagnetische Strahlung der Frequenz
ν = ω/(2π) keine beliebige Energie haben könne, sondern nur in ganzzahligen Vielfachen von hν auftrete,
wobei h eine neue Elementarkonstante ist, die man heute als Psches Wirkungsquantum bezeichnet. Diese
Energiequantelung wurde alsbald durch den lichtelektrischen Effekt bestätigt: Die kinetische Energie der an
einer Metalloberfläche ausgelösten Elektronen ist von der Lichtintensität unabhängig und hängt nur von der
Frequenz des Lichts ab (Lenard 1902).
Von dieser Beobachtung bis zu einer Quanten-Theorie der Elektrodynamik dauerte es ein Vierteljahrhundert.
Erst musste die Quantentheorie für die Teilchen, die man bisher als punktförmige Massen angesehen hatte,
entwickelt werden, bis auch das elektromagnetische Feld quantisiert werden konnte (P.A.M. D 1927, P.
J und W. P, 1928; W. H und W. P, 1929; siehe z.B. W. H, The Quantum Theory of
Radiation).
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31 Gravitations-Zeitdilatation

31.a Lichtquant im Gravitationsfeld

Wir wollen hier noch einen Effekt der allgemeinen Relativitätstheorie betrachten, der sich elementar herleiten
lässt, nämlich den unterschiedlichen Gang von Uhren im Gravitationspotential. Die Aussage ist, dass Uhren
in verschiedenen Entfernungen eines massiven Körpers unterschiedlich rasch gehen, weiter entfernt schneller,
näher daran langsamer. Dies ist ein Effekt, der beim H-K-Experiment bereits beobachtet wurde. Bei
diesem Experiment ließ man Caesium-Atomuhren im Flugzeug um die Erde fliegen (J. C. H and R. E.
K, Science 177, 166 (1972)). Dabei kann man einmal die Zeitdilatation beobachten, aber der Effekt, dass
Uhren in verschiedenen Höhen unterschiedlich gehen, ist von der gleichen Größenordnung. Diesen zweiten
Effekt wollen wir nun erklären.
Wir geben zwei Erklärungen: Die erste macht Gebrauch von der Erhaltung der Energie. (Zwar gilt in der
allgemeinen Relativitätstheorie der Satz von der Erhaltung der Energie nicht mehr generell. In einem Raum,
der außen hinreichend flach wird, gilt er aber trotzdem. Wir brauchen daher diesen Einwand nicht zu beachten.)
Fällt ein Körper der Masse m um die Höhe h in einem Gravitationsfeld der Beschleunigung g, so gewinnt er
δE = mgh an kinetischer Energie. Dies gilt zumindest für Massen einer Geschwindigkeit v � c.
Das hat zur Konsequenz, dass auch Lichtquanten beim Fallen im Gravitationsfeld Energie gewinnen und beim
Aufsteigen gegen das Feld Energie verlieren. Wäre das nicht der Fall, so könnte man ein Perpetuum mo-
bile bauen, indem man Teilchen und Antiteilchen fallen lässt, unten in Lichtquanten zerstrahlen lässt. Diese
lässt man nach oben fliegen und bildet wieder das Teilchen-Antiteilchenpaar, wobei man dann dem System die
gewonnene potentielle Energie entnehmen könnte. Da sich die Energien aller Masse um δE = mgh = gh

c2 E
verändert, muss dies auch für Lichtquanten gelten, das heißt wir finden für ein Lichtquant der Energie E = ~ω

δω =
δE
~
=

gh
c2

E
~
=

gh
c2
ω. (31.1)

Dieser Verlust an Frequenz beim Verlassen eines Gravitationsfeldes ist als Rotverschiebung im Gravitations-
feld bekannt. Sie lässt sich zum Beispiel mit dem M̈-Effekt messen. Der Frequenzverlust bei einem
Höhenunterschied von etwa 20 m genügt bereits. Vergleichen wir nun den Gang zweier Atomuhren unten und
oben mit einem Höhenunterschied h, dann beobachtet man oben, dass die Frequenz der unteren Uhr um δω

kleiner ist. Die obere Uhr geht also rascher um einen Faktor

1 +
δω

ω
= 1 +

gh
c2
. (31.2)

31.b Äquivalenz-Prinzip

Die allgemeine Relativitätstheorie bedient sich nicht der Quantentheorie und damit der Beziehung E = ~ω.
Sie führt aber das Äquivalenz-Prinzip ein. Dieses Prinzip sagt aus, dass sich ein Bezugssystem, das sich
frei unter der Gravitationskraft bewegt, wie ein Inertialsystem verhält. Nehmen wir also an, wir betrachten
ein System, das sich wie ein freifallender Fahrstuhl bewegt. Nehmen wir an, die untere Uhr sei zu einem
bestimmten Zeitpunkt bezogen auf den Fahrstuhl in Ruhe und strahle mit der Frequenz ω nach oben. Bis dieses
Licht bei der oberen Uhr angekommen ist, vergeht die Zeit t = h/c. Betrachtet von unserem freifallenden
Fahrstuhl bewegen sich Erde und Uhren nach der Zeit t mit der Geschwindigkeit v = gt nach oben. Ein
Beobachter an der oberen Uhr wird also eine Dopplerverschiebung um die Frequenz δω = ωv/c beobachten
(für das schwache Gravitationsfeld, das wir hier betrachten, genügt es im Unterabschnitt 25.e nur den Beitrag
linear in β zu betrachten). Damit folgt eine Dopplerverschiebung von

δω =
gh
c2
ω, (31.3)

was mit dem oben gewonnenen Ergebnis übereinstimmt.
Sie werden jetzt fragen, wie kann man das Äquivalenz-Prinzip anwenden, wenn das Gravitationsfeld nicht
überall in die gleiche Richtung und mit der gleichen Stärke wirkt. In der Tat wird dann die Beschreibung
komplizierter. Man kann dann nämlich der Beschreibung nicht mehr einen ebenen Raum zu Grunde legen und
muss sich dann ernsthaft in die allgemeine Relativitätstheorie einarbeiten.
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A Umrechnung zwischen Maßsystemen der Elektrodynamik

Neben dem Gßschen Maßsystem werden noch eine Reihe weiterer cgs-Systeme sowie das SI-System (inter-
nationales Maßsystem, G-System) verwendet.
Während das Gßsche Maßsystem alle elektromagnetischen Größen in cm, g und s ausdrückt, verwendet das
G-System neben den mechanischen Einheiten m, kg und s noch zwei weitere Einheiten A (Ampere) und V
(Volt), allerdings nicht unabhängig voneinander, vielmehr gilt für die Einheit der Energie

1 kg m2 s−2 = 1 J = 1 W s = 1 A V s. (A.1)

Die Umrechnung einiger gebräuchlicher Maßsysteme ineinander kann durch drei Umrechnungsfaktoren ε0, µ0

und ψ beschrieben werden. Dabei können ε0 und µ0 (im SI-System als Dielektrizitätskonstante und Perme-
abilitätskonstante des Vakuums bekannt) und die Verkettungskonstante

γ = c
√
ε0µ0 (A.2)

dimensionsbehaftet sein, während ψ ein dimensionsloser Zahlenfaktor ist. Man unterscheidet zwischen ratio-
nalen Maßsystemen (ψ = 4π) und nicht rationalen Maßsystemen (ψ = 1). Die Umrechnungsfaktoren einiger
gebräuchlicher Maßsysteme sind

Maßsystem ε0 µ0 γ ψ

Gß 1 1 c 1
Elektrostatisch (esu) 1 c−2 1 1
Elektromagnetisch (emu) c−2 1 1 1
H-L 1 1 c 4π

G (SI) (c2µ0)−1 4π
107

Vs
Am 1 4π

Die Feldstärken im Gßschen Maßsystem drücken sich durch die Größen der anderen Maßsysteme (mit einem
Stern versehen) folgendermaßen aus

E =
√

ψε0E∗ analog elektrisches Potential

D =
√

ψ/ε0D∗

P = 1/
√

ψε0P∗
analog Ladung, Strom und deren Dichten,

elektrische Momente
(A.3)

B =
√

ψ/µ0B∗ analog Vektorpotential, magnetischer Fluss

H =
√

ψµ0H∗

M =
√

µ0/ψM∗ analog magnetische Momente

Für die mit Leitfähigkeit und Widerstand verknüpften Größen gilt

σ = 1/(ψε0)σ∗ analog Kapazität

R = ψε0R∗ analog Induktivität (A.4)

Für die elektrische und magnetische Suszeptibilität gilt

χ = χ∗/ψ. (A.5)

i
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Wir erhalten damit die folgenden Gleichungen für beliebige Maßsysteme (d.h. der ∗ ist jetzt weggelassen): Die
M-Gleichungen in Materie lauten dann

rot H =
1
γ

(Ḋ +
4π
ψ

jf), (A.6)

div D =
4π
ψ
ρf , (A.7)

rot E = −1
γ

Ḃ, (A.8)

div B = 0. (A.9)

Für die Materialgleichungen folgt

D = ε0E +
4π
ψ

P, (A.10)

H =
1
µ0

B − 4π
ψ

M. (A.11)

Für die L-Kraft folgt

K = q(E +
v × B
γ

) (A.12)

Für die Energiedichte u und den P-Vektor S folgen

u =
ψ

4π

∫

(E · dD +H · dB), (A.13)

S =
ψγ

4π
E ×H. (A.14)

Während im Gßschen System alle Feldgrößen E, D, P, B, H und M in der Einheit

√

dyn/cm =
√

erg/cm3 (A.15)

gemessen werden, werden im G-System E in V/m, D und P in As/m2, B in Vs/m2, H und M in A/m
gemessen. Je nach Feldgröße entspricht 1 dyn1/2 cm−1 im Gßschen System den folgenden Werten im G-
System (analog für die weiteren in (A.3) und (A.4) angegebenen Größen)

E = 3 · 104 V/m (A.16)

D = 10−5/(12π) As/m2 (A.17)

P = 10−5/3 As/m2 (A.18)

B = 10−4 Vs/m2 (A.19)

H = 103/(4π) A/m (A.20)

M = 103 A/m. (A.21)

Für Widerstände gilt c−1=̂30Ω. Für genaue Berechnungen sind die Faktoren 3 (auch die 3 in 12 = 4 · 3) durch
den Faktor 2.99792458 zu ersetzen. Diese Zahl multipliziert mit 108m/s ist die Lichtgeschwindigkeit.
Für folgende vielgebrauchte Einheiten im Gßschen und im elektromagnetischen System sind eigene Namen
üblich:

magnetische Induktion 1 dyn1/2 cm−1=1 G (Gauß)
magnetische Feldstärke 1 dyn1/2 cm−1=1 Oe (Oerstedt)
magnetischer Fluss 1 dyn1/2 cm =1 Mx (Maxwell)

Im SI-System haben außer Ampere und Volt folgende Größen einen eigenen Namen:
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Ladung 1 As =1 C (Coulomb)
Widerstand 1 V/A =1 Ω (Ohm)
Leitwert 1 A/V =1 S (Siemens)
Kapazität 1 As/V =1 F (Farad)
Induktivität 1 Vs/A =1 H (Henry)
magnetischer Fluss 1 Vs =1 Wb (Weber)
magnetische Induktion 1 Vs/m2=1 T (Tesla).

Historisch ist das internationale oder SI-System aus dem elektromagnetischen System entstanden. Da in diesem
die Einheiten für praktische Zwecke unbequem groß oder klein waren, wḧlte man für die Stromstärke 1 A
= 10−1 dyn1/2 und für die Spannung 1 V = 108 dyn1/2 cm s−1. G entdeckte, dass dann beim Übergang auf
mks-Einheiten die Beziehung (A.1) gilt. Allerdings ging man dann vom nicht rationalen zum rationalen System
über.
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B Formeln zur Vektorrechnung

Der Leser möge die Aufgaben B.11, B.15, B.34-B.50 und die Aufgabe nach B.71 selbst lösen oder die Ergeb-
nisse dem Skriptum an anderer Stelle entnehmen.

B.a Vektoralgebra

B.a.α Summationskonvention und orthonormale Basis

Wir verwenden die Summationskonvention, die besagt, daß über alle Indices, die zweimal in einem Produkt
auftreten, summiert wird. Daher steht

a = aαeα (B.1)

für

a =
3

∑

α=1

aαeα = a1e1 + a2e2 + a3e3.

Wir setzen im Folgenden voraus, daß die Vektoren e1, e2, e3 in der Zerlegung (B.1) ein orthonormales und
ortsunabhängiges Rechtssystem darstellen. Dann sind a1, a2, a3 die Komponenten des Vektors a bezüglich der
Basis e1, e2, e3.

B.a.β Skalarprodukt

Für das Skalarprodukt gilt
a · b = b · a = aαbα, (B.2)

insbesondere

eα · eβ = δα,β =
{

1 für α = β
0 für α , β

(B.3)

mit dem gegen Vertauschen der Indices symmetrischen K-Symbol δα,β, und

a · eα = aα. (B.4)

B.a.γ Vektorielles Produkt

Für das vektorielle Produkt gilt

a × b = −b × a = εα,β,γaαbβeγ = (a2b3 − a3b2)e1 + (a3b1 − a1b3)e2 + (a1b2 − a2b1)e3 (B.5)

mit dem total antisymmetrischen L-C-Symbol

εαβγ =



















+1 für (α, β, γ) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)
−1 für (α, β, γ) = (1, 3, 2), (2, 1, 3), (3, 2, 1)
0 sonst

(B.6)

Mit Determinanten schreibt man

εα,β,γ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

δα,1 δβ,1 δγ,1
δα,2 δβ,2 δγ,2
δα,3 δβ,3 δγ,3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (B.7)

Durch Multiplikation mit aα, bβ und eγ und Ausführen der Summe erhält man aus (B.5)

a × b =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 b1 e1

a2 b2 e2

a3 b3 e3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (B.8)
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Insbesondere gilt

a × a = 0 (B.9)

und

eα × eβ = εα,β,γeγ. (B.10)

Man drücke die Summe

εα,β,γεζ,η,γ = (B.11)

mit Hilfe von K-Deltas aus.

B.a.δ Mehrfachprodukte

Für das Spatprodukt gilt

[a, b, c] = (a × b) · c = a · (b × c) = εα,β,γaαbβcγ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (B.12)

Es ist

[a, b, c] = [b, c, a] = [c, a, b] = −[a, c, b] = −[b, a, c] = −[c, b, a]. (B.13)

Für das Dreifach-Produkt folgt

a × (b × c) = (ac)b − (ab)c. (B.14)

Man drücke das Vierfach-Produkt

(a × b) · (c × d) = (B.15)

mit Hilfe von (B.11) oder (B.14) durch Skalarprodukte aus.

B.b Vektoranalysis

B.b.α Räumliche Differentiation, Nabla-Operator

Die räumliche Differentiation wird mit dem Nabla-Operator ∇ durchgeführt. Er ist ein Differential-Operator
mit Vektoreigenschaften, in kartesischen Koordinaten

∇ = eα∂α, (B.16)

wobei ∂α für ∂/∂xα steht. Man bezeichnet

∇Φ(r) = eα∂αΦ(r) = gradΦ(r) (B.17)

als Gradient,

(b(r)∇)a(r) = bα(r)∂αa(r) = (b(r) grad )a(r) (B.18)

als Vektorgradient,

∇a(r) = ∂αaα(r) = div a(r) (B.19)

als Divergenz und

∇ × a(r) = (eα × eβ)∂αaβ(r) = εα,β,γ∂αaβ(r)eγ = rot a(r) (B.20)

als Rotation.
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B.b.β Zweifache Ableitung, Laplace-Operator

Soweit die Differentiationen vertauschbar sind, gilt

∇ × ∇ = 0, (B.21)

woraus

rot gradΦ(r) = 0, (B.22)

div rot a(r) = 0 (B.23)

folgt. Das Skalarprodukt
∇ · ∇ = ∂α∂α = 4 (B.24)

wird als L-Operator bezeichnet. Daher ist

div gradΦ(r) = 4Φ(r). (B.25)

Man findet
4a(r) = grad div a(r) − rot rot a(r), (B.26)

indem man in (B.14) a and b durch ∇ ersetzt und den Vektor c stets auf die rechte Seite schafft.

B.b.γ Ableitung von Produkten

Bei Anwendung des Nabla-Operators auf Produkte von zwei Faktoren erhält man gemäß der Produkt-Regel
zwei Summanden, indem man einmal den ersten Faktor differenziert und den zweiten konstant hält, und zum
zweiten den zweiten Faktor differenziert und den ersten festhält. Dann formt man unter Berücksichtigung des
Vektor-Charakters des Nabla-Operators die Ausdrücke so um, dass die konstant gehaltenen Faktoren links, die
zu differenzierenden rechts vom Nabla-Operator stehen. Man findet

grad (ΦΨ) = Φ gradΨ + Ψ gradΦ (B.27)

div (Φa) = Φ div a + a · gradΦ (B.28)

rot (Φa) = Φ rot a + ( gradΦ) × a (B.29)

div (a × b) = b · rot a − a · rot b (B.30)

rot (a × b) = a div b − b div a + (b grad )a − (a grad )b (B.31)

grad (a · b) = a × rot b + b × rot a + (b grad )a + (a grad )b (B.32)

4(ΦΨ) = Φ4Ψ + Ψ4Φ + 2( gradΦ) · ( gradΨ). (B.33)

B.c Spezielle Ausdrücke

Man bestimme für r = |r| und für konstanten Vektor c

grad r2 = (B.34)

div r = (B.35)

rot r = (B.36)

grad (c · r) = (B.37)

(c grad )r = (B.38)

grad f (r) = (B.39)

div (c × r) = (B.40)

rot (c × r) = (B.41)

grad
1
r
= (B.42)
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div
c
r
= (B.43)

rot
c
r
= (B.44)

div
r
r3
= (B.45)

rot
r
r3
= (B.46)

grad
c · r
r3

= (B.47)

div
c × r

r3
= (B.48)

rot
c × r

r3
= (B.49)

grad
1
|r − c| = , (B.50)

wobei singuläre Punkte auszunehmen seien.

B.d Integral-Sätze

B.d.α Linien-Integrale

Für ein skalares oder vektorielles Feld A(r) gilt
∫ r2

r1

(dr∇)A(r) = A(r2) − A(r1), (B.51)

das heißt
∫ r2

r1

dr gradΦ(r) = Φ(r2) −Φ(r1), (B.52)

∫ r2

r1

(dr grad )a(r) = a(r2) − a(r1). (B.53)

B.d.β Flächen-Integrale

Nach S lässt sich ein Flächenintegral über die Fläche F der Form
∫

F
(df × ∇)A(r) =

∮

∂F
drA(r) (B.54)

in ein Linienintegral über den Rand ∂F umformen, wobei das Linienintegral im Rechtschraubensinn zur Rich-
tung von df zu führen ist (Korkenzieherregel). Insbesondere folgt

∫

F
df × gradΦ(r) =

∮

∂F
drΦ(r), (B.55)

∫

F
df · rot a(r) =

∮

∂F
dr · a(r). (B.56)

B.d.γ Volumen-Integrale

Nach Gß lässt sich ein Volumenintegral der Form
∫

V
d3r∇A(r) =

∫

∂V
dfA(r) (B.57)
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in ein Integral über die Oberfläche ∂V umformen. Dabei weist df nach außen. Insbesondere folgt
∫

V
d3r gradΦ(r) =

∫

∂V
dfΦ(r), (B.58)

∫

V
d3r div a(r) =

∫

∂V
df · a(r), (B.59)

∫

V
d3r rot a(r) =

∫

∂V
df × a(r). (B.60)

B.d.δ Volumen-Integrale über Produkte

Setzt man für Φ(r) oder a(r) in den Gleichungen (B.58-B.60) Produkte ein und verwendet die Gleichungen
(B.27-B.30), so erhält man

∫

V
d3rΦ(r) gradΨ(r) +

∫

V
d3rΨ(r) gradΦ(r) =

∫

∂V
dfΦ(r)Ψ(r), (B.61)

∫

V
d3rΦ(r) div a(r) +

∫

V
d3ra(r) · gradΦ(r) =

∫

∂V
df · a(r)Φ(r), (B.62)

∫

V
d3rΦ(r) rot a(r) +

∫

V
d3r( gradΦ(r)) × a(r) =

∫

∂V
df × a(r)Φ(r), (B.63)

∫

V
d3rb(r) · rot a(r) −

∫

V
d3ra(r) · rot b(r) =

∫

∂V
df · (a(r) × b(r)). (B.64)

Diese Gleichungen erlauben die Umformung eines Volumen-Integrals in ein anderes Volumen-Integral und ein
Oberflächen-Integral. Dies ist die Übertragung der partiellen Integration von einer auf drei Dimensionen. In
vielen Fällen verschwindet das Oberflächenintegral im Limes eines unendlichen Volumens, so dass die Glei-
chungen (B.61-B.64) die Umformung eines Volumenintegrals in ein anderes erlauben.
Ersetzt man a(r) in (B.62) durch rot a(r) oder b(r) in (B.64) durch gradΦ(r), so folgt wegen (B.22) und (B.23)

∫

V
d3r gradΦ(r) · rot a(r) =

∫

∂V
df · (a(r) × gradΦ(r)) =

∫

∂V
df · (Φ(r) rot a(r)). (B.65)

Ähnlich erhält man aus (B.63)
∫

V
d3r gradΦ(r) × gradΨ(r) =

∫

∂V
df × ( gradΨ(r))Φ(r) = −

∫

∂V
df × ( gradΦ(r))Ψ(r). (B.66)

Ersetzt man a(r) in (B.59) durchΦ gradΨ −Ψ gradΦ, so folgt der Gsche Satz
∫

V
d3r(Φ(r)4Ψ(r) −Ψ(r)4Φ(r)) =

∫

∂V
df · (Φ(r) gradΨ(r) − Ψ(r) gradΦ(r)). (B.67)

B.e Der L-Operator von 1/r und Verwandtes

B.e.α Der L-Operator von 1/r

Für r , 0 findet man 4(1/r) = 0. Wertet man das Integral über eine Kugel vom Radius R unter Verwendung
von (B.59) aus,

∫

4(
1
r

)d3r =
∫

df · grad (
1
r

) = −
∫

rrdΩ · r
r3
= −4π (B.68)

mit dem Raumwinkelelement dΩ, so erhält man −4π. Man schreibt daher

4(
1
r

) = −4πδ3(r), (B.69)
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wobei Ds Delta-”Funktion” δ3(r) (eigentlich eine Distribution) die Eigenschaft

∫

V
d3r f (r)δ3(r − r0) =

{

f (r0) falls r0 ∈ V
0 sonst .

(B.70)

hat. Aus

4 c
|r − r′| = c4 1

|r − r′| = −4πcδ3(r − r′)

folgt mit (B.26,B.43,B.44)

4πcδ3(r − r′) = − grad div
c

|r − r′| + rot rot
c

|r − r′| = grad
c · (r − r′)
|r − r′|3 + rot

c × (r − r′)
|r − r′|3 . (B.71)

Man bestimme die δ-Funktions-Anteile in (B.45) bis (B.49). Welche Dimension hat δ3(r)?

B.e.β Darstellung eines Vektorfeldes als Summe eines rotationsfreien und eines divergenzfreien Feldes

Wir schreiben das Vektorfeld a(r) als

a(r) =
∫

d3r′a(r′)δ3(r − r′) (B.72)

und erhalten aus (B.71), da a(r′) nicht von r abhängt,

a(r) =
1

4π

∫

d3r′ grad
a(r′) · (r − r′)
|r − r′|3 +

1
4π

∫

d3r′ rot
a(r′) × (r − r′)
|r − r′|3 , (B.73)

was sich als
a(r) = − gradΦ(r) + rot A(r) (B.74)

mit

Φ(r) = − 1
4π

∫

d3r′
a(r′) · (r − r′)
|r − r′|3 (B.75)

A(r) =
1

4π

∫

d3r′
a(r′) × (r − r′)
|r − r′|3 (B.76)

schreiben lässt. Falls die Integrale (B.75) und (B.76) existieren, erhält man auf diese Weise eine Darstellung
von a(r) als Summe des rotationsfreien Feld − gradΦ(r) und des divergenzfreien Feldes rot A(r). Mit (B.48)
folgt

div A(r) = 0. (B.77)
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C Kugelfl ächenfunktionen

C.a Eigenwert-Problem und Separation der Variablen

Gesucht sind die Eigenfunktionen Y
∆ΩY(θ, φ) = λY(θ, φ) (C.1)

mit

∆Ω =
1

sin θ
∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
, (C.2)

wobei die Operatoren (Multiplikationen mit Funktionen und Differentiationen) von rechts nach links angewen-
det werden (vergleiche 5.16). Man führt dann den Separations-Ansatz ein

Y = g(cos θ)h(φ). (C.3)

Mit

ξ = cos θ,
dg
dθ
= − sin θ

dg
d cos θ

= −
√

1 − ξ2 dg
dξ

(C.4)

folgt durch Einsetzen in die Eigenwertgleichung und Division durch h(φ)

d
dξ

((1 − ξ2)
dg
dξ

) +
g(ξ)

1 − ξ2
(
d2h(φ)

dφ2
/h(φ)) = λg(ξ). (C.5)

Die Gleichung lässt sich nur erfüllen, wenn d2h(φ)/dφ2/h(φ) konstant ist. Da außerdem h(φ + 2π) = h(φ) sein
soll, folgt

h(φ) = eimφ mit ganzem m. (C.6)

Damit reduziert sich die Differentialgleichung für g auf

d
dξ

((1 − ξ2)
dg
dξ

) − m2g(ξ)
1 − ξ2

= λg(ξ). (C.7)

C.b Zugeordnete L-Funktionen

Beachtet man, dass (wenigstens für positives m) der Faktor eimφ von der analytischen Funktion (x + iy)m =

rm(sin θ)meimφ herrührt, so liegt es nahe, einen Faktor (sinθ)m aus g herauszuziehen,

g(ξ) = (sin θ)mG(ξ) = (1 − ξ2)m/2G(ξ), (C.8)

woraus dann für G die Gleichung

−m(m + 1)G(ξ) − 2(m + 1)ξG′(ξ) + (1 − ξ2)G′′ = λG(ξ) (C.9)

folgt.
Für die Funktion G können wir eine T-Entwicklung ansetzen

G(ξ) =
∑

k

akξ
k, G′(ξ) =

∑

k

kakξ
k−1, G′′(ξ) =

∑

k

k(k − 1)akξ
k−2 (C.10)

und finden durch Koeffizienten-Vergleich

[m(m + 1) + 2(m + 1)k + k(k − 1) + λ]ak = (k + 2)(k + 1)ak+2. (C.11)

Setzen wir
λ = −l(l + 1), (C.12)
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so lautet die Rekursionsformel
ak+2

ak
=

(m + k + l + 1)(m + k − l)
(k + 1)(k + 2)

. (C.13)

Die Reihenentwicklung bricht bei einem endlichen k ab, wenn der Zähler verschwindet, also insbesondere für
ganzes nicht negatives k = l − m. Diesen Fall wollen wir weiter untersuchen. Ohne nähere Betrachtung sei
erwähnt, dass in den anderen Fällen die Funktion Y ein nichtanalytisches Verhalten für cos θ = ±1 entwickelt.
Der führende Term hat dann den Koeffizienten al−m. Durch Anwendung der Rekursionsformel findet man

al−m−2 = − (l − m)(l − m − 1)
(2l − 1)2

al−m

= − (l − m)(l − m − 1)l
(2l − 1)2l

al−m, (C.14)

al−m−4 =
(l − m)(l − m − 1)(l − m − 2)(l − m − 3)

(2l − 1)(2l − 3)2 · 4 al−m

=
(l − m)(l − m − 1)(l − m − 2)(l − m − 3)l(l − 1)

(2l − 1)(2l − 3)2l(2l − 2)2
al−m, (C.15)

al−m−2k = (−)k (l − m)!l!(2l − 2k)!
(l − m − 2k)!(l − k)!(2l)!k!

al−m. (C.16)

Üblicherweise wählt man

al−m =
(−)m(2l)!

(l − m)!2ll!
. (C.17)

Dann folgt

G(ξ) =
(−)m

2ll!

∑

k

(2l − 2k)!
(l − m − 2k)!

l!
k!(l − k)!

(−)kξl−m−2k (C.18)

=
(−)m

2ll!

∑

k

(

l
k

)

(−)k dl+mξ2l−2k

dξl+m
=

(−)m

2ll!
dl+m(ξ2 − 1)l

dξl+m
. (C.19)

Man bezeichnet dann die Lösungen g(ξ) in der Form

Pm
l (ξ) = (1 − ξ2)m/2 (−)m

2ll!
dl+m

dξl+m
(ξ2 − 1)l (C.20)

als zugeordnete L-Funktionen. Bis auf Normierung ist Ylm(θ, φ) durch Pm
l (cos θ)eimφ gegeben.

Die Differentialgleichung für g hängt nur von m2 ab, aber nicht vom Vorzeichen von m. Wir vergleichen daher
Pm

l und P−m
l . Es sei m ≥ 0, dann folgt

dl−m

dξl−m
(ξ2 − 1)l =

l−m
∑

k=0

(

l − m
k

)

dk(ξ − 1)l

dξk

dl−m−k(ξ + 1)l

dξl−m−k

=

l−m
∑

k=0

(l − m)!l!l!
k!(l − m − k)!(l − k)!(m + k)!

(ξ − 1)l−k(ξ + 1)m+k, (C.21)

dl+m

dξl+m
(ξ2 − 1)l =

l−m
∑

k=0

(

l + m
k + m

)

dm+k(ξ − 1)l

dξm+k

dl−k(ξ + 1)l

dξl−k

=

l−m
∑

k=0

(l + m)!l!l!
(m + k)!(l − k)!(l − m − k)!k!

(ξ − 1)l−k−m(ξ + 1)k. (C.22)

Der Vergleich zeigt

P−m
l (ξ) =

(l − m)!
(l + m)!

(−)mPm
l (ξ), (C.23)

das heißt, bis auf die Normierung stimmen die beiden Lösungen überein.
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C.c Orthogonalität und Normierung

Wir betrachten das Normierungs-Integral

Nlml′m′ =

∫ 2π

0
dφ

∫ +1

−1
d cos θPm

l (cos θ)e−imφPm′
l′ (cos θ)eim′φ. (C.24)

Die Integration über φ ergibt

Nlml′m′ = 2πδmm′

∫ +1

−1
Pm

l (ξ)Pm
l′ (ξ)dξ

= 2πδmm′(−)m (l′ + m)!
(l′ − m)!

∫ +1

−1
Pm

l (ξ)P−m
l′ (ξ)dξ

=
2π(l′ + m)!

(l′ − m)!
δmm′

22ll!2
Ill′
m (C.25)

mit

Ill′
m = (−)m

∫ +1

−1

dl+m(ξ2 − 1)l

dξl+m

dl′−m(ξ2 − 1)l′

dξl′−m
dξ. (C.26)

Durch partielle Integration findet man

Ill′
m = (−)m

[

dl+m(ξ2 − 1)l

dξl+m

dl′−m−1(ξ2 − 1)l′

dξl′−m−1

]+1

−1

+ Ill′
m+1. (C.27)

Der erste Faktor in eckigen Klammern enthält mindestens −m, der zweite m + 1 Nullstellen bei ξ = ±1. Die
eckige Klammer verschwindet demnach. Das heißt I ll′

m ist unabhängig von m für −l ≤ m ≤ l′. Für l′ > l folgt
Ill′
m = Ill′

l′ = 0, da der erste Faktor des Integranden von I ll′

l′ verschwindet. Für l′ < l folgt Ill′
m = Ill′

−l = 0, da der
zweite Faktor des Integranden von I ll′

−l verschwindet. Für l = l′ werten wir aus

Ill
m = Ill

l = (−)l
∫ +1

−1

d2l(ξ2 − 1)l

dξ2l
(ξ2 − 1)ldξ. (C.28)

Der erste Faktor im Integranden ist die Konstante (2l)!

Ill
m = (2l)!

∫ +1

−1
(1 − ξ2)ldξ. (C.29)

Das letztere Integral ergibt 22l+1l!2/(2l+1)! (man findet das, in dem man den Integranden (1+ξ)l(1−ξ)l schreibt
und l mal partiell integriert, in dem man jeweils die Potenz von 1 − ξ differenziert und die von 1 + ξ integriert.
Das ergibt das Normierungsintegral

Nlml′m′ = 2π
(l + m)!
(l − m)!

2
2l + 1

δll′δm,m′ . (C.30)

Damit ergeben sich die orthonormierten Kugelflächenfunktionen

Ylm(θ, φ) =

√

2l + 1
4π

(l − m)!
(l + m)!

Pm
l (cos θ)eimφ. (C.31)

C.d Bemerkung zur Vollständigkeit

Entwickeln wir eine in den drei kartesischen Koordinaten x, y, z in der Umgebung des Ursprungs analytische
Funktion f in eine T-Reihe

f (r) =
∑

i jk

ai jkxiy jzk =
∑

n

rn fn(θ, φ), (C.32)
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so sind die Beiträge proportional zu rn in denen mit i + j + k = n enthalten. Dies sind insgesamt (n + 1) + n +
(n − 1) + ... = (n + 2)(n + 1)/2 Terme

fn(θ, φ) =
n

∑

k=0

n−k
∑

j=0

an− j−k, j,k(
x
r

)n− j−k(
y
r

) j(
z
r

)k. (C.33)

Andererseits können wir die Funktion fn auch durch die Funktionen Ylm(θ, φ) = √...P|m|l (cos θ)eimφ, darstellen,
da sich diese als (sin θ)|m|eimφ = ((x ± iy)/r)|m| multipliziert mit einem Polynom in cos θ der Ordnung l − |m|
schreiben lassen. Dabei können die auftretenden Potenzen (cos θ)l−|m|−2k = (z/r)l−|m|−2k((x2 + y2 + z2)/r2)k

geschrieben werden. Zusätzlich führen wir noch einen Faktor ((x2 + y2 + z2)/r2)(n−l)/2 ein. Dann erhalten wir
Beiträge für l = n, n−2, n−4, .... Da m jeweils von −l bis l läuft, ergibt das insgesamt (2n+1)+ (2n−3)+ (2n−
7) + ... = (n + 2)(n + 1)/2 linear unabhängige (weil orthogonale) Beiträge. Der Raum dieser Funktionen hat
daher die gleiche Dimension wie der der fn. Wir können daher jede Funktion fn durch eine Linearkombination
von Kugelflächenfunktionen ausdrücken.
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1.a Ladungen und Ströme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.a.α Ladungsdichte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.a.β Strom und Stromdichte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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