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23 L-Transformation

23.a G- und L-Transformation

Die Gleichungen der Nschen Mechanik sind invariant gegen die G-Transformation (G-
Invarianz)

x′ = x, y′ = y, z′ = z − vt, t′ = t. (23.1)

Wir werden im Folgenden sehen, dass die M-Gleichungen bei geeigneter Transformation von Feldern,
Strömen und Ladungen invariant sind gegen lineare Transformationen der Koordinaten x, y, z und t, die die
Lichtgeschwindigkeit invariant lassen (L-Invarianz). Eine derartige Transformation lautet

x′ = x, y′ = y, z′ =
z − vt

√

1 − v2

c2

, t′ =
t − vz

c2

√

1 − v2

c2

. (23.2)

Betrachten wir zwei Ladungen q und −q, die sich für t ≤ 0 am gleichen Ort befinden und auch für t ≥ ∆t
am gleichen Ort sind, sich aber im Intervall 0 < t < ∆t gegeneinander bewegen, wobei sie sich zur Zeit 0
am Ort r0 trennen und zur Zeit ∆t am Ort r1 wieder zusammen kommen. Diese erzeugen nach (21.14) und
(21.15) ein Feld, das sich von diesen beiden Ladungen mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet und am Ort r nur
für Zeiten t von Null verschieden ist, für die t > |r − r0|/c und t < ∆t + |r − r1|/c gilt und zwar unabhängig vom
Inertialsystem, in dem wir uns befinden. (Wir müssen dabei nur voraussetzen, dass sich die Ladungen nicht mit
Überlicht-Geschwindigkeit bewegen.) Wählen wir insbesondere ∆t infinitesimal, so kommt der Lichtblitz zur
Zeit t = |r− r0|/c an, bewegt sich also mit Lichtgeschwindigkeit. Da die L-Transformation nicht mit den
Gesetzen der Nschen Mechanik verträglich ist und die G-Transformation nicht mit den M-
Gleichungen (das Licht müsste sich in einem bewegten Inertial-System mit einer von der Richtung abhängigen
Geschwindigkeit ausbreiten), entsteht die Frage, welche der drei Möglichkeiten in der Natur erfüllt ist:
(i) es gibt ein ausgezeichnetes Inertialsystem für die Elektrodynamik, für das die M-Gleichungen nur
gelten (Äther-Hypothese),
(ii) die N-Mechanik ist abzuändern,
(iii) die M-Gleichungen sind abzuändern.

Die Entscheidung kann nur experimentell getroffen werden. Ein
wesentlicher Versuch zur Widerlegung von (i) ist der M-
M-Versuch: Ein Lichtstrahl trifft auf einen halbdurchlässigen
Spiegel Sph, wird durch diesen geteilt, an zwei Spiegeln Sp1 und Sp2

im Abstand l reflektiert und an dem halbdurchlässigen Spiegel wieder
zusammengeführt. Man beobachtet die Interferenz der beiden Licht-
strahlen bei B. Bewegt sich die Apparatur mit der Geschwindigkeit v
in Richtung Spiegel Sp1, so beträgt die Laufzeit t1 zwischen dem halb-
durchlässigen Spiegel und dem Spiegel Sp1 und zurück

t1 =
l

c − v
+

l
c + v

=
2lc

c2 − v2
=

2l
c

(1 +
v2

c2
+ ...). (23.3)
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Für die Laufzeit t2 zum Spiegel Sp2 ergibt sich

t2 =
2l

√
c2 − v2

=
2l
c

(1 +
v2

2c2
+ ...), (23.4)
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da sich die Lichtgeschwindigkeit c in die beiden Komponenten v und
√

c2 − v2 zerlegt. Damit bleibt ein Gan-
gunterschied

t1 − t2 =
lv2

c3
, (23.5)

der durch Verschiebung der Interferenzen messbar wäre, wenn zum Beispiel v die Geschwindigkeit der Erde
gegenüber der Sonne ist. Diese Verschiebung wurde nicht beobachtet. Man kann einwenden, dass das daran
liegt, dass der Äther von der Erde mitgeführt wird. Es gibt jedoch viele weitere Versuche, die für die L-
Invarianz sprechen, das heißt der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum unabhängig vom Inertialsys-
tem. Dafür spricht vor allem, dass die Konsequenzen für die Mechanik bei Versuchen mit Teilchen nahe der
Lichtgeschwindigkeit, insbesondere bei Elementarteilchen bestens bestätigt werden.
Entwicklung der Relativitätstheorie
Um die Geschwindigkeit der Erde gegen den postulierten Äther zu bestimmen führten M und M
ihr Experiment erstmals 1887 mit negativem Ergebnis durch: Keine Bewegung gegen den Äther konnte fest-
gestellt werden. Zur Erklärung postulierten F (1889) und L (1892), dass sich alle Gegenstände
in Richtung der Bewegung gegen den Äther verkürzen. (vgl. L-Kontraktion, Unterabschnitt 23.b.β).
Im Folgenden werden wir die Idee der vierdimensionalen Raum-Zeit entwickeln, innerhalb deren man Trans-
formationen vornehmen kann ähnlich den orthogonalen Transformationen im dreidimensionalen Raum, an die
wir bereits gewöhnt sind. Allerdings handelt es sich dabei nicht um einen Eischen Raum, d. h. einen
Raum mit definiter Metrik, vielmehr haben Raum und Zeit unterschiedliche Metrik (siehe metrischer Tensor
g, Gleichung 23.10). Man nennt diesen Raum auch M-Raum. Wir verwenden dabei die moderne von
M 1908 eingeführte vierdimensionale Notation.
Ausgehend von den Grundideen der speziellen Relativitätstheorie
Die Naturgesetze und Ergebnisse der Experimente in einem Inertialsystem sind unabhängig von der Bewegung
des Systems als Ganzem.
Die Lichtgeschwindigkeit ist in jedem Inertialsystem die Gleiche und unabhängig von der Geschwindigkeit der
Quelle.
werden wir in den folgenden Abschnitten die L-invariante Formulierung der M-Gleichungen und
der relativistischen Mechanik einführen.

23.b L-Transformation

Wir führen die Notation
x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z (23.6)

oder kurz
(xµ) = (ct, r) (23.7)

ein und bezeichnen diese als die kontravarianten Komponenten des Vektors. Weiter führt man

(xµ) = (ct,−r). (23.8)

ein, die als die kovarianten Komponenten des Vektors bezeichnet werden. Dann können wir auch

xµ = gµνxν, xµ = gµνx
ν (23.9)

schreiben (Summationskonvention) mit

(g··) = (g··) =





























1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1





























. (23.10)

Man bezeichnet g als den metrischen Tensor. Generell gilt für das Herauf- und Herunter-Ziehen von Indices

C · ·µ · · = gµνC · ·ν · ·, C · ·µ · · = gµνC · ·ν · · (23.11)

Wir vereinbaren: Indices κ, λ, µ, ν laufen von 0 bis 3, Indices α, β, γ, ... von 1 bis 3. Man beobachtet, dass nach
(23.11) g νµ = gµκgκν = δ νµ , gµν = gµκgκν = δ

µ
ν mit dem K-Delta ist.
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Wird ein Lichtblitz zur Zeit t = 0 bei r = 0 erzeugt, so wird seine Wellenfront durch

s2 = c2t2 − r2 = xµxµ = 0 (23.12)

beschrieben. Wir bezeichnen das durch die Koordinaten xµ beschriebene System mit S . Wir postulieren nun
mit E: In jedem Inertialsystem breitet sich das Licht im Vakuum mit der gleichen Geschwindigkeit c aus.
(Prinzip von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit) Dann gilt für den Lichtblitz im gleichförmig bewegten
System S ′ (dessen Ursprung für t = t′ = 0 mit dem von S übereinstimmt)

s′2 = x′µx′µ = 0. (23.13)

Unter der Annahme eines homogenen Raum-Zeit-Kontinuums muss die Transformation zwischen x′ und x
linear sein

x′µ = Λµνx
ν, (23.14)

und es muss gelten s′2 = f s2 mit einer Konstanten f . Verlangen wir, dass der Raum isotrop ist und kein
Inertialsystem ausgezeichnet ist, so folgt f = 1. Die Bedingung s′2 = s2 impliziert

s′2 = x′µx′µ = Λ
µ
νx
νΛ κµ xκ = s2 = xνδ κν xκ, (23.15)

was für beliebiges x erfüllt ist, wenn
Λ
µ
νΛ

κ
µ = δ

κ
ν (23.16)

erfüllt ist. Die Umkehrtransformation von (23.14) folgt aus

xκ = δ κν xν = Λ κµ Λ
µ
νx
ν = Λ κµ x′µ. (23.17)

Aus (23.16) folgt speziell für ν = κ = 0 die Beziehung (Λ00)2 −∑

α(Λ
α0)2 = 1. Man beachte, dass Λα0 = +Λ

α0,
Λ 0
α = −Λα0. Daher ist |Λ00| > 1. Man unterscheidet zwischen Transformationen mit positivem und negativem
Λ00, da es keinen kontinuierlichen Übergang zwischen diesen beiden Klassen gibt. Die BedingungΛ00 > 0 sagt
aus, dass Λ00 = dt

dt′ |r′ > 0, das heißt eine in S ′ ruhende Uhr läuft von S aus gesehen in der gleichen Zeitrichtung,
wie die in S synchronisierten Uhren (und nicht rückwärts).
Schließlich lässt sich noch eine Aussage über det(Λµν) machen. Aus (23.16) folgt

Λ
µ
νgµλΛ

λ
ρg
ρκ = δ κν . (23.18)

Unter Verwendung des Determinanten-Multiplikationssatzes folgt

det(Λµν)
2 det(gµλ) det(gρκ) = 1. (23.19)

Da det(gµλ) = det(gρκ) = −1 folgt
det(Λµν) = ±1. (23.20)

Betrachten wir nur Rechts-Basis-Systeme, so ist det(Λµν) = +1. Transformationen, die

Λ00 > 0, det(Λµν) = 1 (23.21)

erfüllen, heißen eigentliche L-Transformationen.
Gl. (23.21) hat die Konsequenz, dass das vierdimensionale Raumzeitvolumen invariant ist

dt′d3r′ =
1
c

d4x′ =
1
c
∂(x′0, x′1, x′2, x′3)
∂(x0, x1, x2, x3)

d4x =
1
c

det(Λµν)d
4x =

1
c

d4x = dtd3r. (23.22)

Legen wir die z- und die z′-Achse in Richtung der Relativgeschwindigkeit v der sich gegeneinander bewegenden
Inertialsysteme und setzen wir zusätzlich x′ = x, y′ = y, so folgt die spezielle Transformation (23.2). Die
zugehörige Matrix Λ lautet

(Λµν) =





























γ 0 0 −βγ
0 1 0 0
0 0 1 0
−βγ 0 0 γ





























(23.23)

mit

γ =
1

√

1 − v2

c2

, β =
v
c
. (23.24)
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23.b.α Zeitdilatation

Wir betrachten nun eine in S ′ ruhende Uhr im System S . Aus

t = γ(t′ +
vz′

c2
) (23.25)

folgt dann

Λ 0
0 =

∂t
∂t′

∣

∣

∣

∣

∣

r′
= γ. (23.26)

Die in S ′ ruhende Uhr geht von S aus betrachtet langsamer

∆t′ =
∂t′

∂t

∣

∣

∣

∣

∣

r′
∆t =

1
γ
∆t =

√

1 − v2

c2
∆t. (23.27)

Dieses Phänomen bezeichnet man als Zeitdilatation.

23.b.β Längenkontraktion

Aus
z′ = γ(z − vt) (23.28)

folgt

Λ3
3 =
∂z′

∂z

∣

∣

∣

∣

∣

t
= γ (23.29)

und damit

∆z =
∂z
∂z′

∣

∣

∣

∣

∣

t
∆z′ =

1
γ
∆z′ =

√

1 − v2

c2
∆z′. (23.30)

Ein Maßstab, der in S ′ ruht und in der Richtung der Relativ-Bewegung ausgedehnt ist, erscheint also in S
verkürzt. Man bezeichnet das als Längenkontraktion. Dagegen bleiben die Entfernungen senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung unverändert: ∆x′ = ∆x, ∆y′ = ∆y.

Diese Verkürzung bewirkt, dass in (23.3) die Länge l durch l
√

1 − v2

c2 zu ersetzen ist. Dann stimmen die beiden
Laufzeiten des Lichts unabhängig von der Geschwindigkeit v überein, t1 = t2.
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24 Viererskalare und Vierervektoren

24.a Abstand und Eigenzeit als Viererskalare

Eine Größe, die invariant gegen L-Transformationen ist,
heißt Viererskalar.
Beispiel: Gegeben seien zwei Raum-Zeit-Punkte (Ereignisse) (xµ),
( x̄µ). Die Größe

s2 = (xµ − x̄µ)(xµ − x̄µ) (24.1)

ist ein Viererskalar. Sie hat in jedem Inertialsystem den gleichen
Wert. Speziell für x̄µ = 0 (Ursprung) ist s2 = xµxµ.

Lich
tke

ge
lZukunft

Vergangenheit

raumartiger

Abstand

x

x

0=ct

3

24.a.α Raumartiger Abstand s2 < 0

Wenn s2 < 0, dann gibt es Inertialsysteme, in denen beide Ereignisse gleichzeitig stattfinden x′0 = 0. Sei etwa
(xµ) = (ct, 0, 0, z). Dann erhält man aus (23.2)

t′ =
t − vz

c2

√

1 − v2

c2

, z′ =
z − vt

√

1 − v2

c2

(24.2)

mit v = tc2/z

t′ = 0, z′ =
z(1 − v2

c2 )
√

1 − v2

c2

= z

√

1 − v2

c2
= ±

√

z2 − c2t2 = ±
√
−s2. (24.3)

Man bezeichnet daher zwei solche Ereignisse als raumartig zu einander gelegen.

24.a.β Zeitartiger Abstand s2 > 0

In diesem Fall existiert ein Inertialsystem, in dem beide Ereignisse am gleichen Ort stattfinden (x′ = 0). In der
Transformation (23.2) wählen wir v = z/t. Dann folgt

t′ =
t(1 − v2

c2 )
√

1 − v2

c2

= t

√

1 − v2

c2
= sign (t)

√

t2 − z2

c2
= sign (t)

s
c
, z′ = 0. (24.4)

Ein Ereignis ist früher als das andere, das heißt, das Vorzeichen von t′ stimmt mit dem von t überein.
Eigenzeit τ
Unter der Eigenzeit τ versteht man die Zeit, die im jeweiligen Ruhesystem verstreicht. Bewegt sich ein Punkt
mit der Geschwindigkeit v(t), so gilt für seine Eigenzeit

dτ =
ds
c
=

√

1 − v2

c2
dt, (24.5)

also

τ =

∫ t2

t1

√

1 − v2(t)
c2

dt. (24.6)

Die Eigenzeit ist unabhängig vom Inertialsystem, also ein Viererskalar.
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24.a.γ Lichtartiger Abstand s2 = 0

Wenn ein Lichtblitz direkt von einem Ereignis zu einem anderen läuft, dann ist deren Abstand s = 0. Die in
einem Inertialsystem gemessene Zeit kann je nach Inertialsystem beliebig lang oder kurz sein, jedoch kann sich
die Reihenfolge der Ereignisse (bei einer eigentlichen L-Transformation) nicht umkehren.
Ein weiterer Viererskalar ist die Ladung.

24.b Weltgeschwindigkeit als Vierervektor

Transformiert sich eine vierkomponentige Größe (Aµ) beim Übergang von einem Inertialsystem zum anderen
wie die Raum-Zeit-Koordinaten (xµ), so bilden sie einen Vierervektor

A′µ = ΛµνA
ν. (24.7)

Ein Beispiel ist die Weltgeschwindigkeit

uµ =
dxµ

dτ
=

dxµ

dt
dt
dτ
= γvµ mit v0 =

dx0

dt
= c

dt
dt
= c. (24.8)

Die Weltgeschwindigkeit (uµ) = (cγ, vγ) ist ein Vierer-Vektor. Da τ invariant gegen L-Transformationen
ist, transformiert sie sich wie (xµ). Dagegen ist (c, v) kein Vierer-Vektor. Es ist

uµuµ = (c2 − v2)γ2 = c2. (24.9)

Allgemein ist das Skalar-Produkt zweier Vierer-Vektoren (Aµ) und (Bµ) ein Viererskalar

A′µB′µ = Λ
µ
νΛ

κ
µ AνBκ = δ

κ
νA
νBκ = AνBν. (24.10)

Wir zeigen das folgende Lemma: Ist (aµ) ein beliebiger Vierervektor (oder hat man einen vollständigen Satz
Vierervektoren) und ist aµbµ ein Viererskalar, dann ist auch (bµ) ein Vierervektor. Beweis:

aµbµ = a′κb′κ = Λ
κ
µa
µb′κ. (24.11)

Da dies für alle (aµ) oder einen vollständigen Satz gilt, gilt auch bµ = Λκµb
′
κ. Dies ist aber die Transformations-

formel (23.17) für Vierervektoren.
Additions-Theorem für Geschwindigkeiten
Das Inertialsystem S ′ bewege sich gegenüber S mit der Geschwindigkeit v in z-Richtung. In S ′ bewege sich
ein Punkt mit der Geschwindigkeit w′ ebenfalls in z-Richtung. Mit welcher Geschwindigkeit bewegt er sich in
S ? Wir haben

z =
z′ + vt′
√

1 − v2

c2

, t =
t′ + vz′

c2

√

1 − v2

c2

. (24.12)

Mit z′ = w′t′ folgt dann

z =
(v + w′)t′
√

1 − v2

c2

, t =
(1 + vw′

c2 )t′
√

1 − v2

c2

. (24.13)

Daraus folgt die Geschwindigkeit des Punktes in S

w =
z
t
=

w′ + v

1 + w′v
c2

. (24.14)

Wir beobachten

1 − w2

c2
= 1 −















w′

c +
v
c

1 + w′v
c2















2

=
(1 − w′2

c2 )(1 − v2

c2 )

(1 + w′v
c2 )2

. (24.15)

Wenn |w′| < c und |v| < c, dann ist dieser Ausdruck positiv. Dann ist also auch |w| < c. Beispiel: w′ = v = 0.5c,
dann ist w = 0.8c.
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24.c Viererstromdichte

Wir fassen Ladungs- und Stromdichte zusammen zur Viererstromdichte

( jµ) = (cρ, j) (24.16)

und überzeugen uns, dass jµ ein Vierervektor ist. Für Ladungen der Geschwindigkeit v gilt (für Ladungen
verschiedener Geschwindigkeit können die Beiträge superponiert werden)

jµ = ρvµ, (v0 = c), jµ = ρ
√

1 − β2uµ (24.17)

Falls ρ
√

1 − β2 ein Viererskalar ist, ist jµ ein Vierervektor. Nun ist

ρ =
q
V
=

q

V0

√

1 − β2
(24.18)

mit dem Volumen V0 im Ruhesystem und der Längenkontraktion V = V0

√

1 − β2. Da die Ladung q und V0

Viererskalare sind, ist auch ρ
√

1 − β2 ein Viererskalar.
Wir bringen nun die Kontinuitätsgleichung in L-invariante Form. Aus ρ̇ + div j = 0 folgt

∂ jµ

∂xµ
= 0, (24.19)

da ∂ j0/∂x0 = ∂ρ/∂t. Wir betrachten nun die Transformations-Eigenschaften der Ableitungen ∂/∂xµ

∂ f
∂x′µ

=
∂xν

∂x′µ
∂ f
∂xν
= Λ νµ

∂ f
∂xν
, (24.20)

das heisst die Ableitung transformiert sich gemäß

∂

∂x′µ
= Λ νµ

∂

∂xν
(24.21)

wie x′µ = Λ
ν
µ xν. Man schreibt daher

∂

∂xµ
= ∂µ, (∂µ) = (

1
c
∂

∂t
,∇). (24.22)

Man achte auf die Stellung der Indices. Ähnlich gilt

∂

∂xµ
= ∂µ, (∂µ) = (

1
c
∂

∂t
,−∇). (24.23)

Man kann dann die Kontinuitätsgleichung als
∂µ jµ = 0 (24.24)

schreiben. Generell ist die Viererdivergenz ∂µPµ = ∂µPµ eines Vierervektors P ein Viererskalar.

24.d Viererpotential

Wir fassen nun A und Φ zusammen zum Viererpotential

(Aµ) = (Φ,A), (24.25)

dann gilt

�Aµ = −4π
c

jµ (24.26)

in der L-Eichung mit der Eichbedingung

div A +
1
c
Φ̇ = 0→ ∂µAµ = 0. (24.27)
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Dabei ist der ’A-Operator

� = 4 − 1
c2
∂2

t = −∂µ∂µ (24.28)

ein Viererskalar �′ = �.
Wir zeigen nun, dass die retardierte Lösung Aµr manifest L-invariant ist. Wir behaupten

Aµr (x) =
1
c

∫

d4y jµ(y)δ(
1
2

s2)θ(x0 − y0) (24.29)

s2 = (xµ − yµ)(xµ − yµ) = c2(ty − tx)2 − (x − y)2 (24.30)

θ(x0) =

{

1 x0 > 0
0 x0 < 0

(24.31)

Wir betrachten nun generell die Integration über eine δ-Funktion, die von einer Funktion f abhängt. Offen-
sichtlich tragen nur die Nullstellen ti von f bei,

∫

g(t)δ( f (t))dt =
∑

i

∫ ti+ε

ti−ε
g(t)δ( f (t))dt mit f (ti) = 0. (24.32)

Mit z = f (t), dz = f ′(t)dt folgt dann

∫

g(t)δ( f (t))dt =
∑

i

∫ ε f ′(ti)

−ε f ′(ti)
g(ti)δ(z)

dz
f ′(ti)

=
∑

i

g(ti)
| f ′(ti)|

. (24.33)

Damit ergeben sich die Nullstellen in der δ-Funktion von (24.29) zu ty = tx ± |x − y|/c und die Ableitungen zu
f ′(ty) = c2(ty − tx) = ±c|x − y|, was

Aµr (x) =
1
c

∫

d4y jµδ(
1
2

s2)θ(tx − ty) =
∫

d3y
1

c|x − y| j
µ(y, tx −

|x − y|
c

) (24.34)

ergibt. Wegen θ(tx− ty) erhalten wir die retardierte Lösung. Sie ist in Übereinstimmung mit (21.14) und (21.15).
Ersetzen wir die θ-Funktion durch θ(ty − tx), so ergibt sich die avancierte Lösung. Man beachte, dass sich das
Vorzeichen der Zeitdifferenz längs des Lichtkegels unter eigentlichen L-Transformationen nicht ändert.
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25 Elektromagnetischer Feldtensor

25.a Feldtensor

Aus dem Viererpotential (Aµ) erhalten wir die Felder E und B,

B = rot A, E = − gradΦ − 1
c

Ȧ, (25.1)

zum Beispiel

B1 =
∂A3

∂x2
− ∂A

2

∂x3
= ∂3A2 − ∂2A3, E1 = −

∂A0

∂x1
− ∂A

1

∂x0
= ∂1A0 − ∂0A1. (25.2)

Wir führen daher den elektromagnetischen Feldtensor ein

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, Fµν = −Fνµ. (25.3)

Er ist ein antisymmetrischer Vierertensor. Explizit lautet er

(Fµν) =





























0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0





























. (25.4)

25.b M-Gleichungen

25.b.α Die inhomogenen Gleichungen

Die Gleichung div E = 4πρ lässt sich ausdrücken

∂1F10 + ∂2F20 + ∂3F30 =
4π
c

j0. (25.5)

Aus der 1-Komponente von rot B − 1
c Ė = 4π

c j folgt

∂B3

∂x2
− ∂B2

∂x3
− ∂E1

∂x0
=

4π
c

j1 → ∂2F21 + ∂3F31 + ∂0F01 =
4π
c

j1, (25.6)

ähnlich für die anderen Komponenten. Diese vier Komponenten-Gleichungen lassen sich zusammenfassen zu

∂µF
µν =

4π
c

jν. (25.7)

Setzen wir die Darstellung der Felder durch die Potentiale ein, (25.3), so folgt

∂µ(∂
µAν − ∂νAµ) = 4π

c
jν. (25.8)

Mit der Bedingung für die L-Eichung ∂µAµ = 0, (24.27) folgt dann

∂µ∂
µAν =

4π
c

jν (25.9)

in Übereinstimmung mit (24.26) und (24.28).
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25.b.β Die homogenen Gleichungen

Ähnlich kann man die homogenen M-Gleichungen umschreiben. Aus div B = 0 wird

∂1F23 + ∂2F31 + ∂3F12 = 0 (25.10)

und aus ( rot E + 1
c Ḃ)x = 0 wird

−∂2F30 − ∂3F02 − ∂0F23 = 0. (25.11)

Diese Gleichungen lassen sich zusammenfassen zu

∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ = 0. (25.12)

Man beachte, dass die Gleichung nur für λ , µ , ν , λ nicht trivial ist. Sind zwei Indices gleich, so ver-
schwindet die linke Seite identisch. Man kann diese Gleichungen auch mit Hilfe des dualen Feldtensors

F̃µν =
1
2
εµνκλFκλ (25.13)

ausdrücken. Dabei ist εκλµν vollständig antisymmetrisch gegen Vertauschung der Indices. Das heißt, er ändert
sein Vorzeichen, wenn zwei Indices vertauscht werden. Das impliziert, dass er verschwindet, wenn zwei Indices
gleich sind. Er ist daher nur von Null verschieden, wenn alle vier Indices verschieden sind. Wir normieren ihn
auf ε0123 = 1. Damit hat man explizit

(F̃µν) =





























0 −B1 −B2 −B3

B1 0 E3 −E2

B2 −E3 0 E1

B3 E2 −E1 0





























. (25.14)

und (25.12) lässt sich schreiben
∂µF̃

µν = 0. (25.15)

Man überzeuge sich, dass ε ein invarianter Pseudotensor vierter Stufe ist, das heißt es gilt

ε′µνκλ = det(Λ)εµνκλ, (25.16)

wobei det(Λ) gemäß der Diskussion nach (23.19) nur die Werte ±1 annimmt und für eigentliche L-
Transformationen gleich +1 ist (23.21).

25.c Transformation der elektrischen und magnetischen Felder

Da sich (∂µ) und (Aν) wie Vierer-Vektoren transformieren, gilt

F′µν = ΛµκΛ
ν
λF
κλ (25.17)

für die Transformation des elektromagnetischen Feldes. Wählen wir speziell

(Λµν) =





























γ 0 0 −βγ
0 1 0 0
0 0 1 0
−βγ 0 0 γ





























, (25.18)

so folgt
E′1 = F′10 = Λ1

κΛ
0
λF
κλ = γF10 − βγF13 = γ(E1 − βB2), (25.19)

also
E′1 = γ(E1 −

v
c

B2), (25.20)
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ähnlich

B′1 = γ(B1 +
v
c

E2) (25.21)

E′2 = γ(E2 +
v
c

B1), B′2 = γ(B2 −
v
c

E1) (25.22)

E′3 = E3, B′3 = B3, (25.23)

was wir auch zu

E′‖ = E‖, B′‖ = B‖, Komponente ‖ v (25.24)

E′⊥ = γ(E⊥ +
v
c
× B), B′⊥ = γ(B⊥ −

v
c
× E), Komponenten ⊥ v (25.25)

zusammenfassen können.

25.d Felder einer gleichförmig bewegten Punktladung

Wir können daraus zum Beispiel die Felder einer Ladung, die sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit v = vez

bewegt, berechnen. Im Ruhesystem S ′ der Ladung, die im Ursprung ist, gilt

E′ = q
r′

r′3
, B′ = 0. (25.26)

Im System S gilt für die Ladung xq = yq = 0, zq = vt. Wir drücken nun r′ aus durch r und t und erhalten

E′ =
(

qx
N
,

qy
N
,

qγ(z − vt)
N

)

, (25.27)

B′ = 0, (25.28)

N = r′3 = (x2 + y2 + γ2(z − vt)2)3/2. (25.29)

Es folgt

E1 = γ(E′1 +
v
c B′2) = qγx

N
E2 = γ(E′2 −

v
c B′1) = qγy

N

E3 = E′3 =
qγ(z−vt)

N



















E =
qγ(r − vt)

N
(25.30)

B1 = γ(B′1 −
v
c E′2) = − qγβy

N

B2 = γ(B′2 +
v
c E′1) = qγβx

N
B3 = B′3 = 0























B =
qγ(v × r)

cN
. (25.31)

Flächen konstanten Ns sind in Bewegungsrichtung abgeplattete Rotations-Ellipsoide. Dabei ist kurze Halbachse

/ lange Halbachse = 1/γ =
√

1 − v2

c2 , also eine Verkürzung, wie sie auch bei der Längenkontraktion auftritt.

25.e D-Effekt

Wir betrachten eine monochromatische ebene Welle

E = E0eiφ, B = B0eiφ mit φ = k · r − ωt. (25.32)

Wir wissen, wie sich E und B und damit auch E0 und B0 transformieren. Es bleibt daher noch der Viererskalar
der Phase φ zu betrachten. Schreiben wir

(kµ) = (
ω

c
, k), (25.33)

so folgt
φ = −kµx

µ. (25.34)
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Da (xµ) ein beliebiger Vierervektor und φ ein Viererskalar sind, folgt, dass (kµ) ein Vierervektor ist. Daher
erhält man für die spezielle L-Transformation (25.18)

ω′ = ck′0 = cγ(k0 − βk3) = γ(ω − βck3), k′1 = k1, k′2 = k2, k′3 = γ(k3 − βω
c

). (25.35)

Ist der Winkel zwischen z-Achse und Ausbreitungsrichtung θ, so gilt k3 = ωc cos θ und es folgt

ω′ = ωγ(1 − β cos θ). (25.36)

Ist daher v parallel beziehungsweise antiparallel zur Ausbreitungs-Richtung, so hat man die longitudinale
D-Verschiebung

θ = 0 : ω′ = ω
√

1−β
1+β (25.37)

θ = π : ω′ = ω
√

1+β
1−β . (25.38)

Ist dagegen θ = π/2 beziehungsweise θ′ = π/2, so hat man die transversale D-Verschiebung

θ =
π

2
: ω′ = ω√

1−β2
(25.39)

θ′ =
π

2
: ω′ = ω

√

1 − β2. (25.40)

Dabei ist θ′ der Winkel zwischen der z′-Achse und der Ausbreitungsrichtung in S ′.
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26 Relativistische Mechanik

E erkannte, dass die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit und die sich daraus ergebende L-
Transformation nicht auf die Elektrodynamik beschränkt ist, sondern allgemeine Gültigkeit in der Physik hat.
Hier betrachten wir ihre Anwendung auf die Mechanik ausgehend von der Kraft auf Ladungen.

26.a L-Kraftdichte

Die Kraftdichte auf bewegte Ladungen lautet

k = ρE +
1
c

j × B, (26.1)

also zum Beispiel für die erste Komponente

k1 = ρE1 +
1
c

( j2B3 − j3B2) =
1
c

( j0F10 − j2F12 − j3F13) =
1
c

jνF
1ν. (26.2)

Man führt daher den Vierer-Vektor der L-Kraftdichte

kµ =
1
c

jνF
µν (26.3)

ein. Wir betrachten die zeitartige Komponente

k0 =
1
c

jνF
0ν =

1
c

j · E. (26.4)

Während die raumartigen Komponenten die mechanische Impulsänderung pro Zeit- und Volumen-Einheit
angeben, gibt die zeitartige Komponente die pro Zeit und Volumen zugeführte Energie an

(kµ) = (
1
c

j · E, k). (26.5)

26.b L-Kraft auf eine Punktladung

Die Vierer-Stromdichte am Ort x einer Punktladung q am Ort xq ist

jν(x, t) = qδ3(x − xq(t))vν. (26.6)

Daher ist die auf die Punktladung wirkende Kraft gegeben durch

Kµ =
q
c

vνF
µν. (26.7)

Dies ist kein Vierer-Vektor, da (vµ) kein Vierer-Vektor ist. Multiplizieren wir sie hingegen mit γ so erhält man
einen Vierer-Vektor, die M-Kraft

γKµ =
q
c

uνF
µν. (26.8)

K ist der der Punktladung pro Zeiteinheit zugeführte Impuls, cK0 die der Punktladung pro Zeiteinheit zugeführte
Energie. Die M-Kraft ist dann der pro Eigenzeit zugeführte Impuls beziehungsweise die pro Eigenzeit
zugeführte Energie durch c.

26.c Energie und Impuls eines Massenpunktes

Da Impulsänderung und Energieänderung durch c einen Vierervektor bilden, erwarten wir, dass auch mechanis-
cher Impuls und Energie durch c einen Vierervektor bilden

(Gµ) = (
1
c

E,G). (26.9)
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Im Ruhesystem S ′ erwarten wir G′ = 0, das heißt

(G′µ) = (
1
c

E0, 0). (26.10)

Im System S ergibt sich mit der speziellen Transformation (23.23) für v = vez

G = γ v
c2 E0ez = γv

E0

c2
, (26.11)

E = cG0 = cγG′0 = γE0. (26.12)

Für Geschwindigkeiten klein gegen die Lichtgeschwindigkeit folgt

G =
E0

c2
v
(

1 +
v2

2c2
+ ...

)

. (26.13)

In der Nschen Mechanik haben wir
GNewton = mv (26.14)

für einen Massenpunkt der Masse m. Für Geschwindigkeiten v � c sollte der Impuls der Nschen und der
relativistischen Mechanik übereinstimmen. Daraus folgt

m =
E0

c2
→ E0 = mc2, G = mγv. (26.15)

Für die Energie E folgt dann

E = mc2γ = mc2 +
m
2

v2 + O(v4/c2). (26.16)

Man ordnet dem Teilchen eine Ruheenergie E0 = mc2 zu. Bei kleinen Geschwindigkeiten kommt dazu der aus
der Nschen Mechanik bekannte Beitrag m

2 v2 hinzu. Damit gilt

Gµ = muµ. (26.17)

Dieses G bezeichnet man als den Vierer-Impuls. Wir beobachten noch

GµGµ = m2uµuµ = m2c2, (26.18)

woraus

−G2 +
1
c2

E2 = m2c2, E2 = m2c4 +G2c2 (26.19)

folgt.
Solange die Teilchen erhalten bleiben, ist die Ruheenergie E0 = mc2 nicht beobachtbar. Bei der Umwandlung
von Teilchen wird sie jedoch beobachtet, zum Beispiel beim Zerfall eines Teilchens in zwei andere

Λ0 → π− + p+. (26.20)

Mit den Massen
mΛ = 2182me, mπ = 273me, mp = 1836me (26.21)

folgt für das vor dem Zerfall ruhende Λ die Energie- und Impuls-Bilanz

mΛc2 =

√

m2
πc4 +G2

πc2 +

√

m2
pc4 +G2

pc2 (26.22)

0 = Gπ +Gp. (26.23)

Die Lösung des Gleichungssystems ergibt

|G| = 4c
√

M(mΛ − M)(M − mπ)(M − mp)/mΛ, 2M = mΛ + mπ + mp. (26.24)

Mit Hilfe der Vierervektoren kann man aus

G µ

Λ
= G µ

π +G µ
p (26.25)
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nach Gp auflösen und quadrieren

G µ
p Gpµ = (Gµ

Λ
−Gµπ)(GΛµ −Gπµ) = Gµ

Λ
GΛµ +GµπGπµ − 2Gµ

Λ
Gπµ. (26.26)

Dies ergibt
m2

pc2 = m2
Λc2 + m2

πc
2 − 2mΛEπ (26.27)

und damit

Eπ =
c2

2mΛ

(

m2
Λ + m2

π − m2
p

)

(26.28)

und analog

Ep =
c2

2mΛ

(

m2
Λ − m2

π + m2
p

)

. (26.29)

26.d Bewegungsgleichung

Wir schreiben nun noch explizit die Bewegungsgleichung für Massenpunkte auf

dGµ

dt
= Kµ. (26.30)

Wie wir früher schon bemerkten, ist die Gleichung nicht manifest L-invariant. Wir haben jedoch

dGµ

dτ
=

dGµ

dt
dt
dτ
= γ

dGµ

dt
= γKµ, (26.31)

wobei die rechte Seite wieder die M-Kraft ist. In dieser Form ist die Bewegungsgleichung manifest
L-invariant.
Falls eine Kraft die Ruheenergie eines Teilchens nicht ändert, so folgt aus

GµGµ = m2c2 → d
dτ

(GµGµ) = 0→ GµγKµ = 0→ uµKµ = 0. (26.32)

Die Kraft ist orthogonal zur Weltgeschwindigkeit. Als Beispiel dient die L-Kraft

uµK
µ =

q
c
γvµvνF

µν = 0, (26.33)

da Fµν antisymmetrisch ist. Wir beobachten

vµKµ = −v ·K + c
c

dE
dt
= 0. (26.34)

Die Gleichung (26.32) ist also äquivalent zu
dE
dt
= v ·K, (26.35)

die die der Masse zugeführte Leistung angibt.
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27 L-Formulierung

27.a L-Funktion einer massiven Ladung im elektromagnetischen Feld

Wir behaupten, die L-Funktion L einer Punktladung q der Masse m im elektromagnetischen Feld kann
geschrieben werden als

L = −mc2

√

1 − ṙ2

c2
− qΦ(r, t) +

q
c

A(r, t) · ṙ

= −mc2

√

1 +
ẋα ẋα
c2
− q

c
Aµ(x)ẋµ. (27.1)

Die Wirkung I kann dann

I =
∫

dtL = −mc2
∫

dτ − q
c

∫

dtAµ
dxµ
dt
=

∫

dτ(−mc2 − q
c

Aµuµ), (27.2)

das heißt als Vierer-Skalar geschrieben werden.
Wir überzeugen uns nun, dass hieraus die korrekten Bewegungsgleichungen folgen. Die Bewegungs-Gleichung
lautet

d
dt
∂L
∂ẋα
− ∂L
∂xα
= 0, (27.3)

woraus mit

− ∂L
∂ẋα
=

mẋα
√

1 − ṙ2

c2

+
q
c

Aα(r(t), t) = Gα +
q
c

Aα (27.4)

dann
d
dt

G +
q
c

Ȧ +
q
c

(v · ∇)A + q∇Φ − q
c
∇(v · A) = 0 (27.5)

folgt. Man beachte, dass in Ȧ nur die partielle Zeit-Ableitung von A steckt, daher haben wir dA/dt = Ȧ+(v·∇)A.
Durch geeignetes Zusammenfassen der Beiträge folgt

d
dt

G + q(∇Φ+ 1
c

Ȧ) − q
c

v × (∇ × A) = 0 (27.6)

d
dt

G − qE − q
c

v × B = 0. (27.7)

Also liefert die obige L-Funktion tatsächlich die korrekte Bewegungsgleichung.

27.b Ldichte des elektromagnetischen Feldes

Die L-Dichte L des elektromagnetischen Feldes eines Systems von Ladungen setzt sich aus drei An-
teilen zusammen

L = − 1
16π

FµνFµν −
1
c

Aµ jµ + Lmech. (27.8)

Der mechanische Anteil ist für Punktladungen der Masse mi

Lmech = −
∑

i

mic
3
∫

dτδ4(x − xi(τ)), (27.9)

der nach Integration über d4x den entsprechenden Anteil der Wirkung I in (27.1) ergibt. Der zweite Anteil
in (27.8) beschreibt die Wechselwirkung zwischen dem Feld und der Ladung. Integration dieses Anteils für
Punktladungen unter Verwendung von

jµ(r, t) =
∑

i

qi
dxi,µ

dt
δ3(r − ri) (27.10)
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ergibt den entsprechenden Anteil in (27.1). Der erste Anteil ist der Beitrag des freien Feldes. Dass er die
korrekten M-Gleichungen ergibt, werden wir unten nachprüfen. Die Wirkung selbst ergibt sich zu

I =
1
c

∫

d4xL(x) =
∫

dt
∫

d3xL(x, t) =
∫

dtL(t), L(t) =
∫

d3xL(x, t). (27.11)

Die Wirkung muss nun extremal unter Variation der Felder A sein. Dabei betrachten wir F als Funktion von A
(25.3), Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Dann ergibt die Variation bezüglich A

δL = − 1
8π

FµνδF
µν − 1

c
jνδA

ν (27.12)

δFµν = δ(∂µAν − ∂νAµ) = ∂µδAν − ∂νδAµ (27.13)

FµνδF
µν = Fµν∂

µδAν − Fµν∂
νδAµ = 2Fµν∂

µδAν (27.14)

δL = − 1
4π

Fµν∂
µδAν − 1

c
jνδA

ν. (27.15)

Damit erhalten wir für die Variation der Wirkung nach A

δI =

∫

d4x
(

− 1
4πc

Fµν∂
µδAν − 1

c2
jνδA

ν
)

= −
∫

d4x
1

4πc
∂µ(FµνδAν) +

∫

d4x
( 1
4πc
∂µFµν −

1
c2

jν
)

δAν. (27.16)

Der erste Term der zweiten Zeile ist ein Oberflächen-Term (im vier-dimensionalen Raum). Aus dem zweiten
Term folgen die inhomogenen M-Gleichungen (25.7)

∂µF
µν =

4π
c

jν. (27.17)

Die homogenen M-Gleichungen sind bereits durch die Darstellung Fµν = ∂µAν − ∂νAν erfüllt.
Generell erhält man für eine L-Dichte, die von einem Feld (Aµ) und deren Ableitungen abhängt, durch
Variation

cδI =

∫

d4xδL(x)

=

∫

d4x

(

δL
δAν(x)

δAν(x) +
δL

δ∂µAν(x)
∂µδAν(x)

)

=

∫

d4x∂µ
(

δL
δ∂µAν(x)

δAν(x)

)

+

∫

d4x

(

δL
δAν(x)

− ∂µ
(

δL
δ∂µAν(x)

))

δAν(x). (27.18)

Es ist üblich, die partiellen Ableitungen von L nach A beziehungsweise ∂A mit δL/δ... zu bezeichnen. Da die
Variation verschwinden muss, folgen allgemein die Bewegungsgleichungen

∂µ
(

δL
δ∂µAν(x)

)

− δL
δAν(x)

= 0. (27.19)

Dies ist die Verallgemeinerung der Lschen Bewegungsgleichung (27.3) auf Felder. Neben der
Zeitableitung von δL/δȦν treten auch die räumlichen Ableitungen von δL/δ∇Aν auf.
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28 Energie-Impuls-Tensor und Erhaltungsgrößen

28.a Der Tensor

Im Abschnitt 15.b hatten wir aus der Dichte der L-Kraft einen Erhaltungssatz für den Impuls des
elektromagnetischen Feldes ”im Vakuum”, das heißt ohne Berücksichtigung zusätzlicher Beiträge in Materie
hergeleitet

−k =
∂

∂t
gs −

∂

∂xβ
Tαβeα, (28.1)

gs =
1

4πc
E × B, (28.2)

Tαβ =
1

4π

(

EαEβ + BαBβ
)

−
δαβ

8π

(

E2 + B2
)

. (28.3)

Als nullte Komponente müssen wir die Energiedichte betrachten. Für diese hatten wir in Abschnitt 15.a gefun-
den

−k0 = −1
c

j · E = 1
c

div S +
1
c

u̇ (28.4)

S =
c

4π
E × B (28.5)

u =
1

8π

(

E2 + B2
)

. (28.6)

Wir fassen zusammen
−kµ = −∂νT µν (28.7)

mit dem elektromagnetischen Energie-Impuls-Tensor

(T µν) =





























−u − 1
c S 1 − 1

c S 2 − 1
c S 3

−cgs1 T11 T12 T13

−cgs2 T21 T22 T23

−cgs3 T31 T32 T33





























. (28.8)

Dieser Energie-Impuls-Tensor setzt sich also zusammen aus der Energiedichte u, dem P-Vektor (En-
ergiestromdichte) S, der Impulsdichte g und dem Spannungstensor T . Man beobachtet, dass T µν symmetrisch
ist, T µν = T νµ, da Tαβ symmetrisch ist und cgs =

1
c S = 1

4πE × B gilt. Man prüft leicht nach, dass

T µν =
1

4π

(

− Fµ
λ
Fλν +

1
4

gµνFκλF
λ
κ

)

(28.9)

gilt, entweder durch explizites Auswerten und Vergleich oder aus

kµ =
1
c

jλF
µλ =

1
4π

(∂νFνλ)Fµλ =
1

4π
∂ν(FνλFµλ) −

1
4π

Fνλ∂
νFµλ. (28.10)

Nun folgt aus
Fνλ

(

∂νFµλ + ∂µFλν + ∂λFνµ
)

= 0 (28.11)

die Beziehung
1
2
∂µ

(

FνλF
λν
)

+ 2Fνλ∂
νFµλ = 0, (28.12)

so dass wir schließlich

kµ =
1

4π
∂ν

(

FνλF
µλ

)

+
1

16π
∂µ

(

FνλF
λν
)

=
1

4π
∂ν

(

− Fµ
λ
Fλν +

1
4

gµνFκλF
λ
κ

)

(28.13)

erhalten. T µν ist ein symmetrischer Vierertensor, das heißt er transformiert sich gemäß

T ′µν = ΛµκΛ
ν
λT
κλ. (28.14)
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28.b Erhaltungssätze

Wir gehen aus von einem Vierervektorfeld ( jµ(x)). In jedem dreidimensionalen raumartigen Unterraum R des
vierdimensionalen Raums sei ( jµ) nur in einem endlichen Bereich von Null verschieden. Mit raumartig bezeich-
nen wir einen Raum, wenn je zwei Punkte des Raumes einen raumartigen Abstand haben. Eine Weltlinie, das
heißt eine Linie, die überall Unterlichtgeschwindigkeit hat, durchstößt einen raumartigen Unterraum in genau
einem Punkt. Trägt man den Unterraum als x0(r) auf, so ist die Steigung stets kleiner 1. Für die Weltlinie ist
die Steigung dagegen überall größer 1. Die Punkte konstanter Zeit eines Inertialsystems bilden zum Beispiel
einen raumartigen Raum. Wir integrieren nun die Divergenz ∂µ jµ über das vierdimensionale Volumen Ω, das
von zwei raumartigen Räumen R und R′ begrenzt wird und erhalten

∫

Ω

d4x
∂ jµ

∂xµ
=

∫

R
d3x

(

j0 − ∂X
∂xα

jα
)

−
∫

R′
d3x

(

j0 − ∂X
′

∂xα
jα
)

. (28.15)

Den Beitrag ∂µ jµ integriert man einfach in xµ-Richtung
bis zur Begrenzung R beziehungsweise R′ oder bis jµ ver-
schwindet. Für die 0-Komponente ergibt das unmittelbar
den angegebenen Beitrag. Für die 1-Komponente bleibt
zunächst das Integral ±

∫

dx0dx2dx3 j1 an der Berandung.Die
dx0-Integration lässt sich aber in eine dx1 ∂X

∂x1 -Integration um-
formen. Wächst (fällt) X = x0 auf der Berandung mit x1, so
handelt es sich um die untere (obere) Grenze der Integration.
Daher das Minus-Zeichen vor ∂X

∂x1 . Entsprechendes gilt für
die anderen Raumkomponenten.Wir können uns auch noch
davon überzeugen, dass

x

x

x

x 0

0

0

1

=X(

=X’(

x

x )

)
R

R’

j jj µ µ µ=| 0=0 =0

∫

R
d3x

(

j0 − ∂X
∂xα

jα
)

=

∫

R
dVµ jµ (28.16)

mit (dVµ) = (1,−∇X)d3x ein Viererskalar ist. Führen wir nämlich einen Vierervektor ( j̄µ) so ein, dass

j̄µ =

{

jµ in R
0 in R′

, (28.17)

so folgt
∫

R
dVµ jµ =

∫

R
dVµ j̄µ =

∫

Ω

d4x
∂ j̄µ

∂xµ
, (28.18)

wobei letzteres Integral offensichtlich ein Viererskalar ist, da sowohl d4x wie auch die Vierer-Divergenz von
j̄ ein Viererskalar ist. Da aber das Feld ( jµ) beliebig ist, gilt für jedes infinitesimale (dVµ) aus R, dass dVµ jµ

ein Viererskalar ist. Da ( jµ) Vierervektor ist, muss auch (dVµ) Vierervektor sein. Damit können wir (28.16)
schreiben als

∫

Ω

d4x∂µ jµ =
∫

R
dVµ jµ −

∫

R′
dVµ jµ. (28.19)

Dies ist der Gßsche Satz in vier Dimensionen.
Wir ziehen nun Folgerungen daraus:

28.b.α Ladung

( jµ) sei der Viererstrom der Ladungsdichte. Aus der Kontinuitätsgleichung ∂µ jµ = 0 folgt für jedes raumartige
R der gleiche Wert

q =
1
c

∫

R
dVµ jµ (28.20)

für die Ladung, da das Integral der Divergenz über Ω in (28.19) verschwindet (da der Integrand verschwindet),
und da man immer das gleiche R′ wählen kann. Die Ladung ist daher eine Erhaltungsgröße, genauer gesagt
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haben wir konsistentes Verhalten gefunden, denn wir haben bereits in Unterabschnitt 24.c angenommen, dass
die Ladung erhalten ist. Neu ist, dass ihre Bestimmung in einem beliebigen dreidimensionalen Unterraum
möglich ist.

28.b.β Energie und Impuls

Aus
kµ = ∂νT

µν (28.21)

folgt
∫

Ω

d4xkµ =
∫

R
dVνT

µν −
∫

R′
dVνT

µν. (28.22)

In einem ladungsfreien Raum (kµ = 0), das heißt für freie elektromagnetische Wellen gilt dann, dass die Kom-
ponenten des Strahlungs-Impulses

Gµs = −
1
c

∫

R
dVνT

µν (28.23)

unabhängig von R sind. Sie sind also erhalten. Es sei nun (bµ) ein beliebiger konstanter Vierervektor. Dann ist
bµT µν ein Vierervektor und ∂ν(bµT µν) = 0. Damit wird dann bµG

µ
s zum Viererskalar und Gµs ist ein Vierervektor.

Sind nun im VierervolumenΩ Ladungen, so gilt

Gµs (R) = −1
c

∫

Ω

d4xkµ +Gµs (R′). (28.24)

Für Punktladungen qi hat man (26.7, 26.30)

1
c

∫

d4xkµ =
∑

i

∫

dtKµi =
∑

i

∫

dtĠµi =
∑

i

(Gµi (R) −Gµi (R′)). (28.25)

Dabei ist Gµi (R) = miu
µ

i (R) der Vierer-Impuls der Ladung #i an der Stelle, an der die Weltlinie der Ladung den
Unterraum R durchstößt. Damit ist

Gµ = Gµs (R) +
∑

i

Gµi (R) (28.26)

der erhaltene Vierer-Impuls.

28.b.γ Drehimpuls und Schwerpunktsbewegung

Aus (28.7) folgt
∂ν

(

xλT µν − xµT λν
)

= xλkµ − xµkλ + T µλ − T λµ. (28.27)

Da der Tensor T symmetrisch ist, kürzen sich die beiden letzten Terme weg. Wir führen den Tensor

Mλµs (R) = −1
c

∫

R
dVν(xλT µν − xµT λν

)

(28.28)

ein. Er ist antisymmetrisch Mλµs = −Mµλs . Auf Grund von (28.19) gilt

Mλµs (R) = −1
c

∫

Ω

d4x
(

xλkµ − xµkλ
)

+ Mλµs (R′). (28.29)

Für Punktladungen erhält man

1
c

∫

Ω

d4x
(

xλkµ − xµkλ
)

=
∑

i

∫

dt
(

xλi Kµi − xµi Kλi
)

=
∑

i

∫

dt
d
dt

(

xλi Gµi − xµi Gλi
)

, (28.30)

da ẋλGµ = ẋµGλ. Daher ist
Mλµ(R) = Mλµs (R) + Mλµm (R) (28.31)
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mit dem mechanischen Anteil
Mλµm (R) =

∑

i

(

xλi Gµi − xµi Gλi
)

∣

∣

∣

∣

R
(28.32)

eine Erhaltungsgröße, das heißt Mλµ(R) ist unabhängig von der Wahl von R. Zugleich ist (Mλµ) ein Vierertensor.
Es bleibt noch die Bedeutung von M zu bestimmen. Hierzu betrachten wir M in dem dreidimensionalen Raum
R, der durch die konstante Zeit t im Inertialsystem S gegeben ist. Wir haben dann

Mλµ = −1
c

∫

d3x
(

xλT µ0 − xµT λ0
)

+
∑

i

(

xλi Gµi − xµi Gλi
)

(28.33)

Wir betrachten zunächst die raumartigen Komponenten

Mαβ =
∫

d3x
(

xαgβs − xβgαs
)

+
∑

i

(

xαi Gβi − xβi Gαi
)

. (28.34)

Dies ist für α , β eine Komponente des Drehimpulses L, nämlich εαβγLγ. Wir haben damit die Erhaltung des
Drehimpulses gefunden.
Ist eine Komponente zeitartig, so erhält man

M0α = ct
(

∫

d3xgαs +
∑

i

Gαi
)

− 1
c

(

∫

d3xxαu +
∑

i

xαi Ei

)

. (28.35)

Der erste Beitrag stellt ct multipliziert mit dem Gesamtimpuls dar. Der zweite Beitrag ist die Summe aller
Energien dividiert durch c multipliziert mit der Ortskoordinate xα. Man kann diesen zweiten Beitrag als
den Energie-Schwerpunkt (tatsächlich die α-Komponente davon) multipliziert mit der Gesamtenergie dividiert
durch c auffassen. Da Gesamtimpuls und Energie konstant sind, heißt das, dass sich der Energie-Schwerpunkt
mit der konstanten Geschwindigkeit c2 Gesamtimpuls

Gesamtenergie bewegt. Für nichtrelativistische Geschwindigkeiten reduziert
sich der mechanische Anteil auf

M0α
m = c















t
∑

i

Gαi −
∑

i

mix
α
i















. (28.36)

Die Erhaltung dieser Größe beinhaltet die gleichförmige Bewegung des Massenschwerpunkts mit der
Geschwindigkeit Gesamtimpuls durch Gesamtmasse. Relativistisch geht das in die gleichförmige Bewegung
des Energieschwerpunktes über. Die L-Invarianz verknüpft diese Erhaltung mit der Erhaltung des
Drehimpulses zur Erhaltung des antisymmetrischen Tensors M.
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29 Feld einer beliebig bewegten Punktladung

29.a Ĺ-W-Potential

Wir bestimmen zunächst das Potential am Punkt (xµ) einer Punktladung q, die sich auf einer Weltlinie rq(t)
bewegt. Ihre Viererstromdichte ist

jµ(x′) = qvµδ3(x′ − rq(t)), vµ = (c, ṙq(t)). (29.1)

Das Viererpotential ergibt sich dann nach (24.29) zu

Aµ(x) =
1
c

∫

d4x′ jµ(x′)δ(
1
2

s2)θ(t − t′) = q
∫

dt′vµ(t′)δ(
1
2

s2)θ(t − t′) (29.2)

mit
s2 = aνaν, aν = xν − xνq(t′). (29.3)

(aν) ist eine Funktion von (xν) und t′. Das Differential von
1
2 s2 ergibt sich zu

d(
1
2

s2) = aνdaν = aνdxν − aνv
νdt′. (29.4)

Damit erhält man das retardierte Ĺ-W-Potential

punkt (x  )
Beobachtungs-

Weltlinie
der Ladung

x

rq(t)

x1

0

µ

Lichtkegel

Aµ(x) = qvµ(t′)
1

| ∂
1
2 s2

∂t′ |
=

qvµ

aνvν

∣

∣

∣

∣

∣

r
=

quµ

aνuν

∣

∣

∣

∣

∣

r
. (29.5)

Dabei sind die beiden Ausdrücke mit dem Index r zu der Zeit t′ auszuwerten, zu der s2 = 0 und t > t′.
Wir beachten, dass aνvν = ac − a · v > 0, da a = c(t − t′) = |a|. Im momentanen Ruhesystem der Ladung ist
aνuν/c der Abstand zwischen Beobachtungspunkt und Ladung.

29.b Die Felder

Aus den Potentialen berechnen wir nun die Felder

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (29.6)

Hierzu müssen wir die Ableitungen von v, a und t′ bilden

∂µvν =
∂vν

∂t′
∂t′

∂xµ
(29.7)

∂µaν = ∂µ(xν − xνq(t′)) = gµν − vν
∂t′

∂xµ
(29.8)

∂t′

∂xµ
=

aµ

(a · v)
, (29.9)

wobei der letzte Ausdruck wegen s2 = 0 aus (29.4) gewonnen wurde. Hier und im Folgenden verwenden wir

(a · v) = aνvν = ac − a · v = c(a − a · β) (29.10)

(v · v) = vνvν = c2 − v2 = c2(1 − β2) (29.11)

(a · v̇) = aνv̇ν = −a · v̇. (29.12)
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Damit wertet man aus

∂µvν =
v̇νaµ

(a · v)
(29.13)

∂µaν = gµν − vνaµ

(a · v)
(29.14)

∂µ(a · v) = (∂µaκ)vκ + aκ(∂µvκ)

= gµκvκ −
vκaµ

(a · v)
vκ + aκ

v̇κaµ

(a · v)

= vµ − aµ
(v · v)
(a · v)

+ aµ
(a · v̇)
(a · v)

. (29.15)

Es folgt dann

∂µAν = ∂µ
(

q
vν

(a · v)

)

= q
∂µvν

(a · v)
− q

vν∂µ(a · v)
(a · v)2

= aµbν − q
vµvν

(a · v)2
, (29.16)

bν = q
vν(v · v) − vν(a · v̇) + v̇ν(a · v)

(a · v)3
. (29.17)

Damit ist

(bν) =
q

(a − a · β)3

(

1 − β2 +
a · β̇

c
,β(1 − β2) +

1
c
β(a · β̇) +

1
c

(a − a · β)β̇

)

(29.18)

und die Felder stellen sich dar

Fµν = aµbν − aνbµ (29.19)

E = ab0 − ab =
q(1 − β2)(a − βa)

(a − a · β)3
+

qa × ((a − βa) × β̇)
c(a − a · β)3

(29.20)

B = −a × b =
a × E

a
(29.21)

Der Beitrag proportional zur Beschleunigung β̇ fällt ab wie 1/a, für diesen Beitrag bilden a, E und B ein
Orthogonal-System. Der von β̇ unabhängige Beitrag fällt wie 1/a2 ab.

29.c Gleichförmige Bewegung

(vergleiche Abschnitt 25.d). Der Skalar γaλvλ/c ist gerade der Abstand zwischen Beobachtungspunkt und Ort
der Ladung im Ruhesystem der Ladung. Daher gilt

a − a · β = 1
γ
|r′|, (a − a · β)3 = N/γ3. (29.22)

Berücksichtigt man a = r − vt′, a = c(t − t′), so folgt

a − βa = r − vt′ − vt + vt′ = r − vt (29.23)

und damit

E =
qγ(r − vt)

N
, B =

(r − vt′) × (r − vt)qγ
c(t − t′)N

=
qγv × r

cN
(29.24)

in Übereinstimmung mit (25.30) und (25.31).
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29.d Beschleunigte Ladung momentan in Ruhe

Für β = 0 vereinfachen sich die Gleichungen (29.20) und (29.21) zu

E =
qa
a3
+

q
ca3

a × (a × β̇) (29.25)

B = − q
ca2

(a × β̇), (29.26)

woraus mit der Energiestromdichte S = c
4πE × B die in den Raumwinkel dΩ abgestrahlte Leistung

dU̇s

dΩ
= a2S · n = ca

4π
[a,E,B] =

q2

4πca2
(a × β̇)2 =

q2

4πc3
(n × v̇)2 (29.27)

und die gesamte abgestrahlte Leistung

U̇s =
2
3

q2

c3
v̇2 (29.28)

(L-Formel) folgt.
Für eine harmonische Bewegung rq = r0q cos(ωt) und v̇ = −r0qω

2 cos(ωt) folgt

U̇s =
2
3

q2r2
0q

c3
ω4(cos(ωt))2, U̇s =

1
3

p2
0

c3
ω4 (29.29)

in Übereinstimmung mit Abschnitt 22.b. Dies gilt für β � 1. Sonst hat man in 22.b auch Quadrupol- und höhere
Multipolanteile zu berücksichtigen und hier, dass β nicht mehr vernachlässigt werden kann, was auf zusätzliche
Beiträge der Ordnungω6 und höher führt.

29.e Abstrahlung, β , 0

Wir hatten gesehen, dass die Ladung im momentanen Ruhesystem die Leistung U̇s =
2
3

q2

c3 v̇2 abstrahlt. Der
abgestrahlte Impuls ist Null wegen der Symmetrie der Strahlung (ohne Berücksichtigung des statischen Anteils
von E, der aber so rasch abnimmt, dass er für hinreichend großes a nichts mehr beiträgt)

E(−a) = E(a), B(−a) = −B(a), Tαβ(−a) = Tαβ(a). (29.30)

Wir können daher den pro Eigenzeit abgestrahlten Impuls-Energie-Vektor schreiben als

d
dτ

(1
c

Us,Gs

)

=
uµ

c
2q2

3c3

(

−duλ

dτ
duλ
dτ

)

, (29.31)

da u̇0 = cγ̇ ∝ v · v̇ = 0. Da die Formel lorentz-invariant geschrieben ist, gilt sie in jedem Inertialsystem, das
heißt

dUs

dt
=

dτ
dt

u0

c
2q2

3c3

(

dt
dτ

)2 (

−d(γvλ)
dt

d(γvλ)
dt

)

=
2q2

3c3
γ2

(

(γv)̇(γv)̇ − c2γ̇2
)

=
2q2

3c3
γ2

(

γ2v̇2 + 2γγ̇(v · v̇) + γ̇2(v2 − c2)
)

. (29.32)

Mit dτ/dt · u0/c = 1 und

γ̇ =
d
dt

























1
√

1 − v2

c2

























= γ3 v · v̇
c2

(29.33)

folgt schließlich

U̇s =
2
3

q2

c3

(

γ4v̇2 + γ6 (v · v̇)2

c2

)

. (29.34)
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Beim Umlaufen in einem Synchrotron vom Radius r ist die Beschleunigung v̇ = v2/r senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung. Daraus folgt

U̇s =
2
3

q2cβ4γ4/r2 =
2
3

q2c(γ2 − 1)2/r2. (29.35)

Pro Umlauf ist die abgestrahlte Energie

∆Us =
2πr

v
U̇s =

4π
3

q2β3γ4/r. (29.36)

Bei Desy ergibt sich für ein umlaufendes Elektron der Energie E =7.5 GeV und mec2 =0.5 MeV ein Wert
γ = E/(mec2) = 15000. Für r = 32 m folgt dann ∆U = 9.5 MeV. Bei Petra hat man mit E = 19GeV ein
γ = 38000 und mit r = 367m eine Energieabstrahlung von ∆U = 34MeV pro Umlauf.
Aufgabe Hera bei Desy hat r = 1008m und arbeitet mit Elektronen von Ee = 30GeV und Protonen von
Ep = 820GeV. Man berechne deren Energieabstrahlung pro Umlauf.
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