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23 Lorentz-Transformation

23.a @&uLer- und L orentz-Transformation

Die Gleichungen der Mvronschen Mechanik sind invariant gegen diev@ei-Transformation (GLiLer-
Invarianz)
X=X Y=y, Z=z-vt t=t (23.1)

Wir werden im Folgenden sehen, dass diexMeLL-Gleichungen bei geeigneter Transformation von Feldern,
Stromen und Ladungen invariant sind gegen lineare Tramsftionen der Koordinater, y, z undt, die die
Lichtgeschwindigkeit invariant lassendkentz-Invarianz). Eine derartige Transformation lautet
z—vt -3
X':X’ )/:y, Zl: s t': ¢

V2 V2
1-% 1-%

(23.2)

Betrachten wir zwei Ladungeqpund —q, die sich furt < 0 am gleichen Ort befinden und auch fie At

am gleichen Ort sind, sich aber im Intervall©t < At gegeneinander bewegen, wobei sie sich zur Zeit 0
am Ortrg trennen und zur Zeikt am Ortr; wieder zusammen kommen. Diese erzeugen nach (21.14) und
(21.15) ein Feld, das sich von diesen beiden Ladungen mittdgschwindigkeit ausbreitet und am ®@naur

fur Zeitent von Null verschieden ist, fur die> |r —rg|/c undt < At + |r —ry|/c gilt und zwar unabhangig vom
Inertialsystem, in dem wir uns befinden. (Wir miissen dabeinraussetzen, dass sich die Ladungen nicht mit
Uberlicht-Geschwindigkeit bewegen.) Wahlen wir inshegereAt infinitesimal, so kommt der Lichtblitz zur
Zeitt = |r —rp|/c an, bewegt sich also mit Lichtgeschwindigkeit. Da digintz-Transformation nicht mit den
Gesetzen der Blvronschen Mechanik vertraglich ist und dieuG ei-Transformation nicht mit den MweLt-
Gleichungen (das Licht musste sich in einem bewegteni&h8ystem mit einer von der Richtung abhangigen
Geschwindigkeit ausbreiten), entsteht die Frage, welehe&igki Moglichkeiten in der Natur erfillt ist:

(i) es gibt ein ausgezeichnetes Inertialsystem fur didtEdelynamik, fur das die MxweLL-Gleichungen nur
gelten Ather-Hypothese),

(ii) die Newron-Mechanik ist abzuandern,

(iii) die M axweLL-Gleichungen sind abzuandern.

Die Entscheidung kann nur experimentell géiea werden. Ein
wesentlicher Versuch zur Widerlegung von (i) ist dencidrson- sz
MorcLey-Versuch: Ein Lichtstrahl tfft auf einen halbdurchlassigen
Spiegel Sp, wird durch diesen geteilt, an zwei Spiegelmnh $md Sp S
im Abstandl reflektiert und an dem halbdurchlassigen Spiegel wieder H
zusammengefihrt. Man beobachtet die Interferenz derehédidcht- ‘
strahlen bei B. Bewegt sich die Apparatur mit der Geschvgkeii v L

in Richtung Spiegel Sp so betragt die Laufzeit zwischen dem halb-
durchlassigen Spiegel und dem Spiegel &pd zuriick

2l V2

( I N I 2lc
l: =
C—V C+V C2-V2

Fur die Laufzeit, zum Spiegel Spergibt sich

2l 2l V2
he—2 2L, 23.4
2 Y C( +202+ ) ( )
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84 H Lorentz-Invarianz der Elektrodynamik

da sich die Lichtgeschwindigkeitin die beiden Komponentenund Vc2 — v2 zerlegt. Damit bleibt ein Gan-
gunterschied

Iv?
3
der durch Verschiebung der Interferenzen messbar wéanen wem Beispiel die Geschwindigkeit der Erde
gegenuber der Sonne ist. Diese Verschiebung wurde nictdodtet. Man kann einwenden, dass das daran
liegt, dass deAther von der Erde mitgefiihrt wird. Es gibt jedoch viele tee¢ Versuche, die fiir diedzentz-
Invarianz sprechen, das heil3t der Konstanz der Lichtgdaadiykeit im Vakuum unabhéangig vom Inertialsys-
tem. Dafir spricht vor allem, dass die Konsequenzen féndiéchanik bei Versuchen mit Teilchen nahe der
Lichtgeschwindigkeit, insbesondere bei Elementarteiichestens bestatigt werden.

Entwicklung der Relativit atstheorie

Um die Geschwindigkeit der Erde gegen den postulieftérer zu bestimmen fithrten iieLson und MorLEY

ihr Experiment erstmals 1887 mit negativem Ergebnis dukaine Bewegung gegen dékther konnte fest-
gestellt werden. Zur Erklarung postuliertenZeeraip (1889) und lorentz (1892), dass sich alle Gegenstande
in Richtung der Bewegung gegen d&ther verkiirzen. (vgl. brentz-Kontraktion, Unterabschnitt 234).

Im Folgenden werden wir die Idee der vierdimensionalen R&eihentwickeln, innerhalb deren man Trans-
formationen vornehmen kann ahnlich den orthogonalensfeamationen im dreidimensionalen Raum, an die
wir bereits gewohnt sind. Allerdings handelt es sich dabieit um einen Exuivischen Raum, d. h. einen
Raum mit definiter Metrik, vielmehr haben Raum und Zeit ustbiedliche Metrik (siehe metrischer Tensor
g, Gleichung 23.10). Man nennt diesen Raum auakkllvski-Raum. Wir verwenden dabei die moderne von
Mmkowskr 1908 eingefuihrte vierdimensionale Notation.

Ausgehend von den Grundideen der speziellen Relatithitsie

Die Naturgesetze und Ergebnisse der Experimente in einertidlsystem sind unabhé&ngig von der Bewegung
des Systems als Ganzem.

Die Lichtgeschwindigkeit ist in jedem Inertialsystem dlei@e und unabhangig von der Geschwindigkeit der
Quelle.

werden wir in den folgenden Abschnitten dierRentz-invariante Formulierung der MweLL-Gleichungen und
der relativistischen Mechanik einfuhren.

t—tp = (23.5)

23.b Lorentz-Transformation

Wir fihren die Notation

X=ct, xt=x *X=y, =z (23.6)
oder kurz
(x) = (ct.r) (23.7)
ein und bezeichnen diese als die kontravarianten Kompenelgs Vektors. Weiter fihrt man
(x,) = (ct,—r). (23.8)

ein, die als die kovarianten Komponenten des Vektors bbretaverden. Dann kdnnen wir auch
X =0"%, X =0uwX (23.9)

schreiben (Summationskonvention) mit

1 0 0 O

w_ v |0 -1 0 o0
@=0)=¢ o -1 o (23.10)

0O 0 0 -1

Man bezeichneg als den metrischen Tensor. Generell gilt fur das Heraud-lerunter-Ziehen von Indices
C-#..=¢"C-+y+,, Croyr-=0uC--- (23.11)

Wir vereinbaren: Indices, 4, u, v laufen von 0 bis 3, Indices, 8, y, ... von 1 bis 3. Man beobachtet, dass nach
(23.11)9,” = gug” =9, g, = ¢“ge, = &', mit dem Kronecker-Delta ist.
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Wird ein Lichtblitz zur Zeitt = 0 beir = 0 erzeugt, so wird seine Wellenfront durch
F=ct?-r2=xx%,=0 (23.12)

beschrieben. Wir bezeichnen das durch die Koordingtdmeschriebene System n8t Wir postulieren nun
mit Enste: In jedem Inertialsystem breitet sich das Licht im Vakuum deir gleichen Geschwindigkeit ¢ aus.
(Prinzip von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit) Daiilh fiir den Lichtblitz im gleichformig bewegten
SystemS’ (dessen Ursprung fiir=t' = 0 mit dem vonS ubereinstimmt)

s% = x¥x, = 0. (23.13)

Unter der Annahme eines homogenen Raum-Zeit-Kontinuunssrdie Transformation zwischeti und x
linear sein

X = A X, (23.14)
und es muss gelted® = fs?> mit einer Konstanterf. Verlangen wir, dass der Raum isotrop ist und kein
Inertialsystem ausgezeichnet ist, so folgt 1. Die Bedingung’? = s? impliziert

2 _ NS . AM QY K _ _ WS K
$% = XX, = A XA X = & = X6, X, (23.15)
was fur beliebiges erfullt ist, wenn
H K _ K
AN S =0, (23.16)
erfullt ist. Die Umkehrtransformation von (23.14) folgta
XC=6,X = ASARX = AKX (23.17)

Aus (23.16) folgt speziell fur = « = 0 die BeziehungA®)? - 3,,(A*%)? = 1. Man beachte, dags’, = +A°,
AL = —A. Daher is§A% > 1. Man unterscheidet zwischen Transformationen mit pasitiund negativem
A%, da es keinen kontinuierlichdsbergang zwischen diesen beiden Klassen gibt. Die Bedipgdh> 0 sagt
aus, dasa % = %h/ > 0, das heil3t eine i’ ruhende Uhr lauft voi$ aus gesehen in der gleichen Zeitrichtung,
wie die inS synchronisierten Uhren (und nicht rickwarts).

SchlieRlich lasst sich noch eine Aussage tberde}(machen. Aus (23.16) folgt

A GaAL g =6~ (23.18)
Unter Verwendung des Determinanten-Multiplikationssatolgt
det(\",)? det(,,) det@™) = 1. (23.19)
Da det,,) = det@™) = -1 folgt
det(A”,) = 1. (23.20)
Betrachten wir nur Rechts-Basis-Systeme, so istddg}(= +1. Transformationen, die
A% >0, detpz\*) =1 (23.21)

erfullen, heil3en eigentlicheorentz-Transformationen.
Gl. (23.21) hat die Konsequenz, dass das vierdimensioralenReitvolumen invariant ist

1 16(X/0 X/l X/Z X/3)
dtrdr’ = St = -2 2T 2

c X c 000, xL, X2, x3)
Legen wir diez- und diez -Achse in Richtung der Relativgeschwindigkedter sich gegeneinander bewegenden

Inertialsysteme und setzen wir zusatzlich= x, y =y, so folgt die spezielle Transformation (23.2). Die
zugehorige MatrixA lautet

d*x = % det(A*,)d*x = ;—l;d“x = dtdqr. (23.22)

y 0 0 By
0 10 O
Hy _
)=l 9 01 o (23.23)
By 0 0 vy
mit 1
y= ’ ﬂz‘_é. (23.24)
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23.ba Zeitdilatation

Wir betrachten nun eine i8’ ruhende Uhr im Syster8. Aus

, VvZ
folgt dann
JNCI (23.26)
0 - 6t/ o =7 .

Die in S’ ruhende Uhr geht voB aus betrachtet langsamer

1 2
At==At= [1- At (23.27)
r Y C

Dieses Phanomen bezeichnet man als Zeitdilatation.

o’
At = —
ot

23.bB Langenkontraktion

Aus
Z =vy(z-vi) (23.28)
folgt
0z
3 _ 94 _ _
A3_6zt vy (23.29)
und damit

1 2
nz= 2 a7 = az = J1- Loz, (23.30)
oz |y Y c?
Ein Malf3stab, der ir§’ ruht und in der Richtung der Relativ-Bewegung ausgedelneischeint also irs
verkirzt. Man bezeichnet das als Langenkontraktion.dgag bleiben die Entfernungen senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung unverandetx’ = Ax, Ay’ = Ay.

Diese Verkiirzung bewirkt, dass in (23.3) die Lamgleirchl /1 — ‘c’—i zu ersetzen ist. Dann stimmen die beiden
Laufzeiten des Lichts unabhangig von der Geschwindigkiitereint; = t,.
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24 Viererskalare und Vierervektoren

. . . 0—
24.a Abstand und Eigenzeit als Viererskalare x"=ct
: o : . . 4
E|r_1e QrbBe, die invariant gegenokentz-Transformationen ist, Zukunft ég}
heil3t Viererskalar. "\Ql-
Beispiel: Gegeben seien zwei Raum-Zeit-Punkte (Ereighiss), O
(x*). Die GroRRe raumartiger «3

S = (X = X)X, — %) (24.1)  Abstand

ist ein Viererskalar. Sie hat in jedem Inertialsystem degiohlen
Wert. Speziell i = 0 (Ursprung) ists? = XX,

Vergangenheit
|

24.ac Raumartiger Abstand 8> < 0

Wenns? < 0, dann gibt es Inertialsysteme, in denen beide Ereignissehgeitig stattfindex® = 0. Sei etwa
() = (ct, 0,0, 2). Dann erhalt man aus (23.2)

vz
t-z

t = , 7Z = (242)
1-% 1-%
mit v = tc?/z
1-% 2
=0 Z-= A =2Z4/1- é =+V2-c2=+V-& (24.3)
1-¥

Man bezeichnet daher zwei solche Ereignisse als raumarggander gelegen.

24.aB Zeitartiger Abstand s*> > 0

In diesem Fall existiert ein Inertialsystem, in dem beideifinisse am gleichen Ort stattfindet € 0). In der
Transformation (23.2) wahlen wir= z/t. Dann folgt

Cot1-%) [ v [, 2 s
t_—vz_t 1—?_3|gn(t) t—§_3|gn(t)6, Z=0. (24.4)

1-2

Ein Ereignis ist friher als das andere, das heil3t, das Miree vont’ stimmt mit dem vort Uiberein.
Eigenzeitr

Unter der Eigenzeit versteht man die Zeit, die im jeweiligen Ruhesystem veidite Bewegt sich ein Punkt
mit der Geschwindigkei(t), so gilt fir seine Eigenzeit

ds V2

dT = ? = 1- gdt, (245)

B t2 V2(t)
T_L ,/1_?& (24.6)

Die Eigenzeit ist unabhangig vom Inertialsystem, also\é@merskalar.

also
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24.ay Lichtartiger Abstand & =0

Wenn ein Lichtblitz direkt von einem Ereignis zu einem araelauft, dann ist deren Abstarsd= 0. Die in
einem Inertialsystem gemessene Zeit kann je nach Ingiigis beliebig lang oder kurz sein, jedoch kann sich
die Reihenfolge der Ereignisse (bei einer eigentlichexekrz-Transformation) nicht umkehren.

Ein weiterer Viererskalar ist die Ladung.

24.b Weltgeschwindigkeit als Vierervektor

Transformiert sich eine vierkomponentige GroBé)(beim Ubergang von einem Inertialsystem zum anderen
wie die Raum-Zeit-Koordinatenx{), so bilden sie einen Vierervektor

AH = A A (24.7)
Ein Beispiel ist die Weltgeschwindigkeit
dx*  dx* dt dx®  dt
=—— = — — =y¥mitW=—""=c— =c 24,
g ot ™Y T TCa T (24.8)

Die Weltgeschwindigkeit) = (cy, vy) ist ein Vierer-Vektor. Da invariant gegen brentz-Transformationen
ist, transformiert sie sich wied(). Dagegen istq, v) kein Vierer-Vektor. Es ist

W, = (- Vvi)y? =& (24.9)
Allgemein ist das Skalar-Produkt zweier Vierer-Vektor@f)(und (B) ein Viererskalar
A"B;, = A,A A'B, = §;A’B, = A'B,. (24.10)

Wir zeigen das folgende Lemma.: Is] ein beliebiger Vierervektor (oder hat man einen vollgigen Satz
Vierervektoren) und is#'b, ein Viererskalar, dann ist auch*) ein Vierervektor. Beweis:

a', = a*b, = A" &'t (24.11)

Da dies fur alle &) oder einen vollstandigen Satz gilt, gilt augh= A b;. Dies ist aber die Transformations-
formel (23.17) fur Vierervektoren.

Additions-Theorem flr Geschwindigkeiten

Das Inertialsystens’ bewege sich gegentib8rmit der Geschwindigkeit in z-Richtung. InS’ bewege sich
ein Punkt mit der Geschwindigkeit ebenfalls inz-Richtung. Mit welcher Geschwindigkeit bewegt er sich in
S? Wir haben

7 / t’+ﬂ
PP L (24.12)
2 2
Ji-% 1-%
Mit Z = w't’ folgt dann
W)t 1+ Wy
po rwyr @t (24.13)
1-% 1-2%

w=5=—""2. (24.14)

Wir beobachten

w o,y -¥ha-Y
WP _(C+c]:(1 21— 3) (24.15)

1-— =1
c? 1+%’ (1+%’)2

Wenn|w'| < cund|v| < ¢, dann ist dieser Ausdruck positiv. Dann ist also aju¢h< c. Beispiel:w = v = 0.5c,
dann istw = 0.8c.
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24.c Viererstromdichte

Wir fassen Ladungs- und Stromdichte zusammen zur Vietemstichte

(1) = (c0.)) (24.16)
und Uberzeugen uns, dagsein Vierervektor ist. Fir Ladungen der Geschwindigkegilt (fir Ladungen
verschiedener Geschwindigkeit konnen die Beitrage queert werden)

F=p¥, (W=0), j=p1-p2F (24.17)

Fallsp /1 — 2 ein Viererskalar ist, isf* ein Vierervektor. Nun ist
q q

mit dem VolumenV, im Ruhesystem und der Langenkontraktdn= Vy+/1 - 82. Da die Ladungy und Vg

Viererskalare sind, ist augin/1 — 52 ein Viererskalar.
Wir bringen nun die Kontinuitatsgleichung irokentz-invariante Form. Aug + divj = 0 folgt

(24.18)

ajH

— = 24.1

o = 0. (24.19)
daaj®/ax? = gp/at. Wir betrachten nun die Transformations-Eigenschaftemtieitungend/ox*

of ox’ of of
= —=A 24.2
OXH  OXH XY Hoxr’ ( 0)

das heisst die Ableitung transformiert sich geman
0

9 v
o = M (24.21)

wie X, = A% Man schreibt daher

1
a 10

Ao =0 (0= (G5 V). (24.22)

Man achte auf die Stellung der Indicgshnlich gilt

d 19
o = (@)= (S 559 (24.23)

Man kann dann die Kontinuitatsgleichung als
ot =0 (24.24)

schreiben. Generellist die ViererdivergehP* = 9P, eines Vierervektor® ein Viererskalar.

24.d Viererpotential

Wir fassen nurA und® zusammen zum Viererpotential
(A) = (D.A), (24.25)

dann gilt
oA = —4%[]” (24.26)

in der Lorenz-Eichung mit der Eichbedingung

divA + %(D =0- 9,A =0. (24.27)
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Dabei ist dem’A LemserT-Operator
1
O=A- ?af = —3,0" (24.28)

ein Viererskalao’ = 0.
Wir zeigen nun, dass die retardierte Losudigmanifest lorentz-invariant ist. Wir behaupten

AW = [ dyronGE0ee ) (24.29)
€ o= (¢ =y - ) =ty — 1) — (x— y)? (24.30)
0(x) { é ﬁzg (24.31)

Wir betrachten nun generell die Integration Gber eirffeunktion, die von einer Funktiof abhangt. @&en-
sichtlich tragen nur die Nullstellethvon f bei,

ti+e

f ORNUOLESY gs(fF()dt mit () = 0. (24.32)
i ti—€
Mit z = f(t), dz= f’(t)dt folgt dann
N Y G2 o)
f g()s(f (t))dt = Z I o OlCi Z ol (24.33)

Damit ergeben sich die Nullstellen in d&fFunktion von (24.29) zty, = tx + [X — y|/c und die Ableitungen zu
f(ty) = A(ty — tx) = +clx - y|, was

X -yl
c

1 1 1
/1 _ = Ay il sf _ — By—— _jH — 24.34
A = [ dyraGRe-y) = [ dymmit.n- S (24.34)
ergibt. Wegerd(t —ty) erhalten wir die retardierte Losung. Sie istibereinstimmung mit (21.14) und (21.15).
Ersetzen wir dié-Funktion durcho(t, — ty), so ergibt sich die avancierte Losung. Man beachte, delssias
Vorzeichen der Zeitdierenz langs des Lichtkegels unter eigentlichereyrz-Transformationen nicht andert.
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25 Elektromagnetischer Feldtensor

25.a Feldtensor

Aus dem ViererpotentialA*) erhalten wir die Feldee undB,

B = rotA, E=-gradd - %A, (25.1)
zum Beispiel
OA3  OA? 0AY  HAl
Bij= — — — =§3A2-9%A3, E;=-—— — — = 9tA0 — 5°AL. 25.2
LT 03 9 IR, B axt  ax0 9 9 (252)

Wir fuhren daher den elektromagnetischen Feldtensor ein
Fiv= UA — N, M = P, (25.3)
Er ist ein antisymmetrischer Vierertensor. Explizit laae

0 -E; -E, -E
E, 0 -By B

VY —
(F*) = E, Bs 0 -B (25.4)
Es -B, B 0
25.b MaxweLL-Gleichungen
25.ba Die inhomogenen Gleichungen
Die Gleichung di\E = 4mp lasst sich ausdriicken
10 20 30 _ 4m
NF 10+ 9,F 70+ 05F % = — | (25.5)
Aus der 1-Komponente von rBt— 1E = 4j folgt
0Bz 0B OE; 4w, 21 31 o1 _ 41y
i e e 8,F2 4+ 93F3 4 goF%l = — 1, 25.6
0 90 ¢l o o c! (25.6)

ahnlich fur die anderen Komponenten. Diese vier Kompterisleichungen lassen sich zusammenfassen zu

4r.
P = %‘ . (25.7)

Setzen wir die Darstellung der Felder durch die Potentialg(25.3), so folgt
4 .
O ("N =" A = ?Jv. (25.8)

Mit der Bedingung fiir die brenz-Eichungd, &' = 0, (24.27) folgt dann

8, 0" A = 4%“ I (25.9)

in Ubereinstimmung mit (24.26) und (24.28).
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25.bp Die homogenen Gleichungen
Ahnlich kann man die homogenenwerL-Gleichungen umschreiben. Aus dv= 0 wird

NMFZB 1+ 02F 4+ 9%F2= 0 (25.10)
und aus (roE + 1B), = 0 wird

~0PFP - °F2 - °F= = 0. (25.11)
Diese Gleichungen lassen sich zusammenfassen zu

I'F + P+ 9 FY = 0. (25.12)
Man beachte, dass die Gleichung nur fiigz 4 # v # A nicht trivial ist. Sind zwei Indices gleich, so ver-
schwindet die linke Seite identisch. Man kann diese Glaigiem auch mit Hilfe des dualen Feldtensors

s 1
P = S 'Fa (25.13)

ausdriicken. Dabei igt**” vollstandig antisymmetrisch gegen Vertauschung dercksli Das heif3t, er andert

sein Vorzeichen, wenn zwei Indices vertauscht werden. Dpfiziert, dass er verschwindet, wenn zwei Indices
gleich sind. Er ist daher nur von Null verschieden, wennéke Indices verschieden sind. Wir normieren ihn
aufe®1? = 1. Damit hat man explizit

0 -B:1 -B; -Bs
Bp O Es -E

2
(F*™) = B, -Es 0 E, (25.14)
Bs E; -E;1 O
und (25.12) lasst sich schreiben
8,F" = 0. (25.15)
Man Uiberzeuge sich, das®in invarianter Pseudotensor vierter Stufe ist, das hsi§tle
€M = det(A)e”™, (25.16)

wobei det\) gemal der Diskussion nach (23.19) nur die Werteannimmt und fur eigentliche drentz-
Transformationen gleich1 ist (23.21).

25.c Transformation der elektrischen und magnetischen Feler

Da sich ¢#) und (A") wie Vierer-Vektoren transformieren, gilt
F = AM A F (25.17)

fur die Transformation des elektromagnetischen Feldeshléh wir speziell

y 0 0 -gy
0O 1 0 O
My _
A=l 9 01 o | (25.18)
By 0 0 vy
so folgt
E;_ — F/lO — AlKAO/]FM — yFlo —ﬂyF13 — '}’(El _,BBZ)v (2519)
also

v
El=v(E- 652), (25.20)
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ahnlich
B, = y(Bi + ‘-é E») (25.21)
v v

Eé = ’}/(Ez + EB]_), B/Z = ’}/(Bg - (—:El) (2522)
E; = Es, B, = Bs, (25.23)

was wir auch zu
Eﬁ = E), Bﬁ =B, Komponente|| v (25.24)

v v

B, =y(E.+ o X B), B, =y(B. - o X E), Komponentenl.v (25.25)

zusammenfassen konnen.

25.d Felder einer gleichbrmig bewegten Punktladung

Wir kdnnen daraus zum Beispiel die Felder einer Ladungsitdie mit gleichformiger Geschwindigkait= ve,
bewegt, berechnen. Im Ruhesyst8hder Ladung, die im Ursprung ist, gilt

r/

E'=q5 B=0 (25.26)

Im SystemS gilt fur die Ladungxy = yq = 0, z5 = vt. Wir driicken nurr” aus durchr undt und erhalten

;o (9x ay qy(z—vt)
E = (N,N,—N ) (25.27)
B = 0 (25.28)
N = r2=0¢+y +y%(z-vt)?)*2 (25.29)
Es folgt
E1=y(E| + "B’ = I ~
Es=y(E, - f%y go -V (25.30)
E _ E/ _ qyj(Z—Vt) N
B1=y(B} - VE’)— -
, ay(v xr)
Bz = ’y(BZ \(;El) = qy_ﬁX B = CT (2531)

Bs=B,=0

Flachen konstantes sind in Bewegungsrichtung abgeplattete Rotations<4lige. Dabei ist kurze Halbachse
/lange Halbachse 1/y = /1 - ‘C’—ﬁ also eine Verkirzung, wie sie auch bei der Langenkotitalauftritt.

25.e [DoppLer-Effekt
Wir betrachten eine monochromatische ebene Welle
E=Eee’, B=Bee® mitgp =k -r—owt (25.32)

Wir wissen, wie sictE undB und damit auclEg undBg transformieren. Es bleibt daher noch der Viererskalar
der Phas@ zu betrachten. Schreiben wir

() = (Z.k). (25.33)

so folgt
= —k, % (25.34)
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Da (x*) ein beliebiger Vierervektor und ein Viererskalar sind, folgt, das&“} ein Vierervektor ist. Daher
erhalt man fur die spezielledrentz-Transformation (25.18)

W =ckl = cy(K® - BK3) = y(w - Bck®), K=k, KZ=K, K°3=vyK —,8%). (25.35)
Ist der Winkel zwischer-Achse und Ausbreitungsrichtumgso giltk® = 2 cosf und es folgt

W' = wy(1l-pcosh). (25.36)

Ist daherv parallel beziehungsweise antiparallel zur AusbreituRggytung, so hat man die longitudinale
DorrLEr-Verschiebung

0=0: o =w,15 (25.37)
h=n: o =wi% (25.38)

Ist dagegem = nt/2 beziehungsweis# = 7/2, so hat man die transversaledLer-Verschiebung

JT; A w
=5 W= (25.39)
o = g L W = w 1B (25.40)

Dabei ist¢’ der Winkel zwischen dex'-Achse und der Ausbreitungsrichtung$h.
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26 Relativistische Mechanik

Emwstein erkannte, dass die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit uiedsith daraus ergebendedentz-
Transformation nicht auf die Elektrodynamik beschrasktsondern allgemeine Gultigkeit in der Physik hat.
Hier betrachten wir ihre Anwendung auf die Mechanik ausgdh®n der Kraft auf Ladungen.

26.a Lorentz-Kraftdichte

Die Kraftdichte auf bewegte Ladungen lautet
1
k=pE+Ej x B, (26.1)
also zum Beispiel fur die erste Komponente
1 1 12 3 1 010 212 313 1. 1v
K=pBr+ c(I"Bs— "B = C(TF 7 - TP - R = ) F™ (26.2)
Man fuhrt daher den Vierer-Vektor deokentz-Kraftdichte
1.
kt = EJVF”V (26.3)
ein. Wir betrachten die zeitartige Komponente
1 1
K==j,F=2.E. 26.4
<] o (26.4)

Wahrend die raumartigen Komponenten die mechanische I§&pderung pro Zeit- und Volumen-Einheit
angeben, gibt die zeitartige Komponente die pro Zeit undivan zugefiihrte Energie an

() = (Gj -E.K) (26.5)

26.b Lorentz-Kraft auf eine Punktladung
Die Vierer-Stromdichte am Ow einer Punktladung am Ortxg ist

J7(%, 1) = go3(x — Xq(D)V". (26.6)
Daher ist die auf die Punktladung wirkende Kraft gegebeiur

KH = %VVF’”. (26.7)

Dies ist kein Vierer-Vektor, daA') kein Vierer-Vektor ist. Multiplizieren wir sie hingegenitry so erhalt man
einen Vierer-Vektor, die Mixowski-Kraft

YKH = guyF’”. (26.8)
K ist der der Punktladung pro Zeiteinheit zugefiihrte Impek® die der Punktladung pro Zeiteinheit zugefiihrte
Energie. Die Mxkowski-Kraft ist dann der pro Eigenzeit zugefiihrte Impuls beaigdsweise die pro Eigenzeit
zugefuhrte Energie durah

26.c Energie und Impuls eines Massenpunktes

Da Impulsanderung und Energieanderung dureimen Vierervektor bilden, erwarten wir, dass auch mechani
cher Impuls und Energie duraeinen Vierervektor bilden

@)= (E.G). (26.9)
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Im Ruhesysten$’ erwarten wirG’ = 0, das heif3t

1
(G") = (ZE0. 0). (26.10)
Im SystemS ergibt sich mit der speziellen Transformation (23.23)i ve,
E
G=  ypEe= w5, (26.11)
E= cG=cyG°%= yE,. (26.12)

Fur Geschwindigkeiten klein gegen die Lichtgeschwindigfolgt

G-= 5v(1+v—2+ ) (26.13)
T2 2c2 '
In der Newronschen Mechanik haben wir
Gnewton = MV (26.14)

fur einen Massenpunkt der Masse Fur Geschwindigkeiten < c sollte der Impuls der Mvronschen und der
relativistischen Mechanik tibereinstimmen. Daraus folgt

Eo

m=—2 - Eo=mc&, G =rmv. (26.15)

Fur die Energide folgt dann m
E=mcy=mc+ Ev2 + O(V*/c?). (26.16)

Man ordnet dem Teilchen eine Ruheenel§ie= mc zu. Bei kleinen Geschwindigkeiten kommt dazu der aus
der Newronschen Mechanik bekannte Beitr%‘g2 hinzu. Damit gilt

G* = mu‘. (26.17)
DiesesG bezeichnet man als den Vierer-Impuls. Wir beobachten noch
G'G, = mfu'u, = mPc?, (26.18)

woraus 1
—G2+ §E2 =nmPc?, E? = mPct + G3¢? (26.19)

folgt.
Solange die Teilchen erhalten bleiben, ist die Ruheen&gie m& nicht beobachtbar. Bei der Umwandlung
von Teilchen wird sie jedoch beobachtet, zum Beispiel beariédl eines Teilchens in zwei andere

A 5 77+ pt (26.20)
Mit den Massen
m, = 2182m,, m, =273m, m, = 1836m, (26.21)
folgt fur das vor dem Zerfall ruhende die Energie- und Impuls-Bilanz
me = |JmEct+ GZc?+ \fmEct + G2? (26.22)
0 = G,+Gp (26.23)

Die Losung des Gleichungssystems ergibt

Gl = 4c \(M(my — M)(M = m)(M — mp)/ms,  2M = my +m, +m,, (26.24)
Mit Hilfe der Vierervektoren kann man aus

G/ =G/ + Gy (26.25)
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nachG, aufldsen und quadrieren

Gy'Gpy = (G — Gi)(Gay — Gry) = Gh Gy + GiGry — 26 Gy (26.26)
Dies ergibt
MGc? = N ¢% + nc” — 2my E, (26.27)
und damit 2
E, = Z—mA(mi + ¢ - mp) (26.28)
und analog
C2
Ep = ﬁ(mi —mZ + ). (26.29)

26.d Bewegungsgleichung
Wir schreiben nun noch explizit die Bewegungsgleichungdassenpunkte auf

1
d% = K, (26.30)

Wie wir friher schon bemerkten, ist die Gleichung nicht ifest Lorentz-invariant. Wir haben jedoch

dG* dGH dt dG+

_—-—_— e =y — = H

dr dt dr dt K (26.31)
wobei die rechte Seite wieder diemowski-Kraft ist. In dieser Form ist die Bewegungsgleichung mestif

L orenTZ-iNvariant.
Falls eine Kraft die Ruheenergie eines Teilchens niche#éndo folgt aus

d
GG, = nPc? — E(Gﬂeﬂ) =0— G'yK, =0— WK, = 0. (26.32)
Die Kraft ist orthogonal zur Weltgeschwindigkeit. Als Bgisl dient die lorentz-Kraft
u,K* = %yV”VVF”V -0, (26.33)

daF* antisymmetrisch ist. Wir beobachten

cdE
VK = _v.K+22=_o. 26.34
H + c dt ( )
Die Gleichung (26.32) ist also aquivalent zu
dE
——-v-K 26.
@ v-K, (26.35)

die die der Masse zugefuhrte Leistung angibt.
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27 LacranGe-Formulierung

27.a Lacrance-Funktion einer massiven Ladung im elektromagnetischen Hd

Wir behaupten, die Agrange-Funktion £ einer Punktladung der Massenim elektromagnetischen Feld kann
geschrieben werden als

-m¢c — —qO(r,t) + A(r,t) of

-me 4 /1 t A”(X)Xﬂ (27.1)
Die Wirkung! kann dann

I_fdt.lj——mc’-fdf— qfthﬂ X fd‘r( mé - A”u,,) 27.2)

das heil3t als Vierer-Skalar geschrieben werden.
Wir Uberzeugen uns nun, dass hieraus die korrekten Bewgagieichungen folgen. Die Bewegungs-Gleichung

&
[

lautet dor or
—9=_ %=y, 27.3
dtox, 0%, (27.3)
woraus mit or @
_ __m 9 _cge ., 9p
e = =+ AT =G + A (27.4)
1-2
dann
96+ qA + 9 (v V)A + Qv — —V(v A) = (27.5)

dt

folgt. Man beachte, dass Anur die partielle Zeit-Ableitung voA steckt, daher haben wikg dt = A+(v-V)A.
Durch geeignetes Zusammenfassen der Beitrage folgt

:tG+q(V(D+ A)——vx(VxA) = 0 (27.6)
:tG qE—9va - 0 27.7)

Also liefert die obige lgrange-Funktion tatsachlich die korrekte Bewegungsgleichung.

27.b Lacrancedichte des elektromagnetischen Feldes

Die Lacrance-Dichte L des elektromagnetischen Feldes eines Systems von Ladsatgrsich aus drei An-

teilen zusammen 1 1
L= = F"Fu = ZA'l, + Limeeh (27.8)

Der mechanische Anteil ist fur Punktladungen der Masse
Lineen == Y7 me [ (- x (o). (27.9)
i

der nach Integration tibet*x den entsprechenden Anteil der Wirkuhgn (27.1) ergibt. Der zweite Anteil
in (27.8) beschreibt die Wechselwirkung zwischen dem Feld der Ladung. Integration dieses Anteils fur
Punktladungen unter Verwendung von

ju(r.t) = Z g 2 63(r -r) (27.10)
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ergibt den entsprechenden Anteil in (27.1). Der erste Ameider Beitrag des freien Feldes. Dass er die
korrekten MixweLL-Gleichungen ergibt, werden wir unten nachprifen. Diekifirg selbst ergibt sich zu

-1 f dXL(X) = f it f dBxLx, 1) = f o). L = f BxL(X, 1). (27.12)

Die Wirkung muss nun extremal unter Variation der Feldesein. Dabei betrachten wir als Funktion vorA
(25.3),F,, = 9,A, — 3,A,. Dann ergibt die Variation beziglioh

1 1
6L = ——F_,0F" — =j,6A” 27.12
8n H CJ ( )
SEF = §(MA — A = oA — I SN (27.13)
FudF® = Fd"0A - ,NavaAﬂ 2F 06N (27.14)
1
oL = ——F,0"6A — =,0A". 27.15
43'[ H CJ ( )

Damit erhalten wir fur die Variation der Wirkung nagh

ol

1 1
f d*x( - T Fwd oA - 5 JV6AV)

f d4x—aﬂ(F,,V5AV)+ f d*x( G”F,,y— C—12 jv)OA. (27.16)

Der erste Term der zweiten Zeile ist ein Oberflachen-Termyier-dimensionalen Raum). Aus dem zweiten
Term folgen die inhomogenenAMweLL-Gleichungen (25.7)

4.
9, F = %‘ . (27.17)

Die homogenen MxweLL-Gleichungen sind bereits durch die Darstellihg = d,A, — 9, A, erfullt.
Generell erhalt man fur eineskrance-Dichte, die von einem FeldX!) und deren Ableitungen abhangt, durch

Variation
f d*xsL(x)

= f d*x ((W(X) (%) + WAV(X)a”aAV(x))

sLo 5L )
_ f d%ﬂ(w Ao (x)) f o ((W(X) a#((WAV (X)))éA ). (27.18)

Es ist Uiblich, die partiellen Ableitungen vannachA beziehungsweis@A mit 6L/6... zu bezeichnen. Da die
Variation verschwinden muss, folgen allgemein die Bewgggieichungen

sL sL
& (WAV(X)) A " (27.19)

csl

Dies ist die Verallgemeinerung deraéranceschen Bewegungsgleichung (27.3) auf Felder. Neben der
Zeitableitung vorsL/§A” treten auch die raumlichen Ableitungen vty 6VA” auf.
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28 Energie-Impuls-Tensor und Erhaltungsgiofien

28.a Der Tensor

Im Abschnitt 15.b hatten wir aus der Dichte desrentz-Kraft einen Erhaltungssatz fur den Impuls des
elektromagnetischen Feldes "im Vakuum”, das heif3t ohnéi@eichtigung zusatzlicher Beitrage in Materie
hergeleitet

0 0

—_ = J— —_— M
k P Ao (28.1)
1
g = H:E xB, (28.2)
1 B
M _ af (=2 2
™ = E(EaEﬁ+ B.Bys) - g(E +B?). (28.3)

Dabei ist—k die Kraftdichte, die dem elektromagnetischen Feld Impufalart. Als nullte Komponente miissen
wir die Energiedichte betrachten, wobei® die Leistungsdichte ist, die dem Feld Energie zufihrtr dfigse
hatten wir in Abschnitt 15.a gefunden

K0 = —}j E=ldvs+ la (28.4)
c c c
s - ZExB (28.5)
4n
1 2 2
u = g(E +B?). (28.6)
Wir fassen zusammen
-kt =9, TH (28.7)

mit dem elektromagnetischen Energie-Impuls-Tensor

u %Sl\lll %Sn2/| l33
%1 ~Typ Ty —Tis | (28.8)
CO2 —T37 -T35 _Tﬁ

COs —Ty -Th -T

(™) =

Dabei haben wir den MkweLLschen Spannungstensor rift! gekennzeichnet, da es im Rahmen einer rela-
tivistischen Beschreibung die hier verwendete Vorzeiekenvention Uiblich ist. Dieser Energie-Impuls-Tensor
setzt sich also zusammen aus der Energiedichteem Rynting-Vektor (Energiestromdichtes, der Impuls-
dichte g und dem Spannungstensor Man beobachtet, dasg” symmetrisch ist,T# = T, daT.
symmetrisch ist undgs = 1S = L E x B gilt. Man priift leicht nach, dass

v _ 1 M Av 1 VK A
™ = E(F WV - 29 FF J) (28.9)

gilt, entweder durch explizites Auswerten und Vergleickoaus

1 1 1 1
Mo i EHA _ T (Y HA _ gV py _ v ud
k Cj,lF 4n(6 F..)F 4n6 (FyF*9) e F,0"FH. (28.10)
Nun folgt aus

Foa(0F + 0 FY + 8'F) = 0 (28.11)
die Beziehung

%aﬂ(FMFﬂV) + 2F,0"F = 0, (28.12)
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so dass wir schliel3lich

K = %aV(FMFMh%aﬂ(FMF“)
_ %av(_pgwuigwpgm) (28.13)

erhalten.T#” ist ein symmetrischer Vierertensor, das heil3t er tranggmtreich gemal

T = AN T (28.14)

28.b Erhaltungssitze

Wir gehen aus von einem Vierervektorfelg (x)). In jedem dreidimensionalen raumartigen UnterrdRiges
vierdimensionalen Raums sgf) nur in einem endlichen Bereich von Null verschieden. Mitmeartig bezeich-
nen wir einen Raum, wenn je zwei Punkte des Raumes einen ragemeAbstand haben. Eine Weltlinie, das
heil3t eine Linie, die Uberall UnterlichtgeschwindigKedtt, durchsto3t einen raumartigen Unterraum in genau
einem Punkt. Tragt man den Unterraum #§) auf, so ist die Steigung stets kleiner 1. Fiir die Weltlisie

die Steigung dagegen Uberall groRer 1. Die Punkte kotestaeit eines Inertialsystems bilden zum Beispiel
einen raumartigen Raum. Wir integrieren nun die Diverg@&sj# uber das vierdimensionale Volumen) das
von zwei raumartigen RauméhundR’ begrenzt wird und erhalten

ajH 0 OX. o OX' .
4y ) By i0 _ Y7 a) 3 0__(t. 28.1
deéxﬂ jF;dx(J aij) jF;dX(J aij) (28.15)
Den Beitragd, j* integriert man einfach inx“-Richtung 0
bis zur Begrenzun@R beziehungsweis® oder bisj* ver- X

schwindet. Fir die 0-Komponente ergibt das unmittelbar
den angegebenen Beitrag. Fur die 1-Komponente bleibt
zunachst das Integral [ dx’dx?dx3j* an der Berandung.Die
dx®-Integration lasst sich aber in eine%%—lntegration um-
formen. Wachst (falltX = x° auf der Berandung mit!, so jH= j"=0
handelt es sich um die untere (obere) Grenze der Integration
Daher das Minus-Zeichen vc%. Entsprechendes gilt fur
die anderen Raumkomponenten.Wir kénnen uns auch noch
davon Uiberzeugen, dass

x9=X(x)

x1
oX
3y(i0 - iH
fRd X(] g ) fRdVﬂj (28.16)
mit (dV,,) = (1, —~VX)dx ein Viererskalar ist. Fuhren wir namlich einen \ﬁerenm*r(j_f‘) S0 ein, dass
- j” inR
uo_

so folgt

. = ajH
Ho— = x—
Ldv,,] Ldv,,] Ld Xaxﬂ’ (28.18)

wobei letzteres Integralfensichtlich ein Viererskalar ist, da sowoHixdwvie auch die Vierer-Divergenz von
j ein Viererskalar ist. Da aber das Feld)(beliebig ist, gilt fur jedes infinitesimale ¥l) ausR, dass &, j*
ein Viererskalar ist. Dajf') Vierervektor ist, muss auch ) Vierervektor sein. Damit kdnnen wir (28.16)

schreiben als
f d*xd, j* = f av, j* - f v, j-. (28.19)
Q R 24

Dies ist der Gusssche Satz in vier Dimensionen.
Wir ziehen nun Folgerungen daraus:
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28.ba Ladung

(j*) sei der Viererstrom der Ladungsdichte. Aus der Kontaisgleichund, j* = 0 folgt fur jedes raumartige
Rder gleiche Wert

q= % f dv,, j# (28.20)
R

fur die Ladung, da das Integral der Divergenz if2eén (28.19) verschwindet (da der Integrand verschwindet),
und da man immer das gleict® wahlen kann. Die Ladung ist daher eine Erhaltungsgro@eager gesagt
haben wir konsistentes Verhalten gefunden, denn wir habegitb in Unterabschnitt 24.c angenommen, dass
die Ladung erhalten ist. Neu ist, dass ihre Bestimmung ieraibeliebigen dreidimensionalen Unterraum
moglich ist.

28.bp Energie und Impuls

Aus
-k =9,TH (28.21)

- f d*xk = f dv, T# — f av, T+, (28.22)
Q R R

In einem ladungsfreien Raurk(= 0), das heil3t fur freie elektromagnetische Wellen giltrdatass die Kom-
ponenten des Strahlungs-Impulses

folgt

1
Gs == f av, T+ (28.23)
CJr
unabhangig vorR sind. Sie sind also erhalten. Es sei nbp) ein beliebiger konstanter Vierervektor. Dann ist

b, T ein Vierervektor und, (b, T#") = 0. Damit wird danrb,G5 zum Viererskalar un@ ist ein Vierervektor.
Sind nun im Vierervolume® Ladungen, so gilt

GL(R) = —% fg d*xk* + GA(R). (28.24)

Fur Punktladungeg; hat man (26.7, 26.30)

% f d*xk =Z f dtK” =Z f dtG" =Z(G¢(R)—G¢(F¥)). (28.25)

Dabei istG'(R) = mu'(R) der Vierer-Impuls der Ladung #n der Stelle, an der die Weltlinie der Ladung den
UnterraumR durchstof3t. Damit ist
G =Gi(R) + Y GI(R) (28.26)
i

der erhaltene Vierer-Impuls.

28.by Drehimpuls und Schwerpunktsbewegung

Aus (28.7) folgt
a(X'TH = XTY) = XK+ XK+ TH - T, (28.27)

Da der Tensoll symmetrisch ist, kiirzen sich die beiden letzten Terme Wégfuhren den Tensor
1
M#(R) = S f AV, (X' — X T ) (28.28)
R
ein. Er ist antisymmetrisch2* = —M%*. Auf Grund von (28.19) gilt

M#(R) = _% fg d*x(x'K" - ¥'k') + Mg (R). (28.29)
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Fir Punktladungen erhalt man
fd“ ‘k" x”k” fdth” ><’K” fdt xIG” x‘,’Gf) (28.30)

dax'G* = ¥*G'. Daher ist
M¥(R) = M#(R) + M¥(R) (28.31)

mit dem mechanischen Anteil
A
My (R) = Z (x'al - X?‘Gf)|R (28.32)
I
eine ErhaltungsgroRe, das helifgt“(R) ist unabhangig von der Wahl vdt Zugleich ist (M) ein Vierertensor.
Es bleibt noch die Bedeutung vdh zu bestimmen. Hierzu betrachten Wirin dem dreidimensionalen Raum
R, der durch die konstante Zaitm Inertialsystent gegeben ist. Wir haben dann

MY = % f FX(XITH - X T0) 4 Z (¥ - xG}) (28.33)

Wir betrachten zunachst die raumartigen Komponenten
M9 = f Px(xd - ¥ee) + Y (& - ¥Gp). (28.34)
i

Dies ist fira # 8 eine Komponente des Drehimpuldesnamliche,g,L,. Wir haben damit die Erhaltung des
Drehimpulses gefunden.
Ist eine Komponente zeitartig, so erhalt man

ct(fdsxg‘;+ZGi“)— %(fd3xx”u+ZX?Ei). (28.35)

Der erste Beitrag stelitt multipliziert mit dem Gesamtimpuls dar. Der zweite Beitiagdie Summe aller
Energien dividiert durcke multipliziert mit der Ortskoordinate®. Man kann diesen zweiten Beitrag als
den Energie-Schwerpunkt (tatsachlich di&gomponente davon) multipliziert mit der Gesamtenergiédiert
durchc auffassen. Da Gesamtimpuls und Energie konstant sind, heif3lass sich der Energie-Schwerpunkt
mit der konstanten Geschwindigk tgz:mf'e";g:glpewegt Fur nichtrelativistische Geschwindigkeiteruzert
sich der mechanische Anteil auf

MO = c(tZfo—me?]. (28.36)

Die Erhaltung dieser Grofl3e beinhaltet die gleichformBewegung des Massenschwerpunkts mit der
Geschwindigkeit Gesamtimpuls durch Gesamtmasse. Ristaah geht das in die gleichférmige Bewegung
des Energieschwerpunktes Uber. Dierkntz-Invarianz verknipft diese Erhaltung mit der Erhaltung de

Drehimpulses zur Erhaltung des antisymmetrischen Terdors
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29 Feld einer beliebig bewegten Punktladung

29.a Lenarp-WiEcHERT-Potential

Wir bestimmen zunéachst das Potential am Pumk} ¢iner Punktladung, die sich auf einer Weltlinie (t)
bewegt. lhre Viererstromdichte ist

(X)) = g3 (X —rq()), V= (C,Tqt). (29.1)

Das Viererpotential ergibt sich dann nach (24.29) zu

AU(X) = % f d*x j“(x’)é(%sz)e(t—t’) - q f dt’\/’(t’)é(%sz)e(t—t’) (29.2)

mit XO
f=aa, a=x- Xy (1) (29.3) Beobachtungs-

punkt 08 )\ \weltlinie

der Ladung

(&) ist eine Funktion vonx’) undt’. Das Diferential von
1< ergibt sich zu

. rq(t)
d(ész) =a,da’ = a,dx’ — a,Vdt’. (29.4)
Damit erhalt man das retardiertéskarp-WiecHerT-Potential \ o
1 qv qu
Aﬂ — \/1 t' = = . 295
W =av) s = 25| = a0l (29.5)

o

Dabei sind die beiden Ausdriicke mit dem Ingdex der Zeitt’ auszuwerten, zu def = 0 undt > t'.
Wir beachten, dasg,v' = ac—a-v > 0, daa = c(t — t') = |al. Im momentanen Ruhesystem der Ladung ist
a,u”/c der Abstand zwischen Beobachtungspunkt und Ladung.

29.b Die Felder

Aus den Potentialen berechnen wir nun die Felder
F* = 9*A” — " A", (29.6)

Hierzu mussen wir die Ableitungen vana undt’ bilden

L v
OV = (29.7)
/ vV Vat’
Fa = P =g -V o (29.8)
i
a a
_ 29.
- v (29.9)

wobei der letzte Ausdruck wegesi = 0 aus (29.4) gewonnen wurde. Hier und im Folgenden verwewiten

(a-v) = av,=ac-a-v=cla—-a-p) (29.10)
(v-v) = Vv, =c2-V?=c*(1-5%) (29.11)
awvy = avw=-a-v. (29.12)
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Damit wertet man aus

M = (\:iai:) (29.13)
da = gv- (‘6’:_"":) (29.14)
Ha-v) = (0"a)Vv, + a(0"v)
v a
A (a-v)vk * a“(a-v)
3 (V-V) (a-v)
Es folgt dann
y VooV Vot (a- V)
G o R R A
. q(:,l\\l,vz’ (29.16)
SR M V{f&)? ey, (29.17)
Damit ist )
. 1 . 1 .
01 = G (1 + 2L B+ pla- B+ Sla-a-p)p (29.18)
und die Felder stellen sich dar
F = a'b"-ab (29.19)
ol a(l-p)@-pa) gax((@-pa)xp)
E=ab’-ab Goap® T da—a gy (29.20)
B = —axb=2XE (29.21)

Der Beitrag proportional zur Beschleuniguﬁgallt ab wie Ya, fur diesen Beitrag bildea, E und B ein
Orthogonal-System. Der vghiunabhangige Beitrag fallt wie/&? ab.

29.c Gleichbrmige Bewegung

(vergleiche Abschnitt 25.d). Der Skalga'v,/c ist gerade der Abstand zwischen Beobachtungspunkt und Ort
der Ladung im Ruhesystem der Ladung. Daher gilt

a-a-B= E|r’|, (a—a-B)% =N/ (29.22)
Y
Berucksichtigt mam = r — vt’, a = c(t — t’), so folgt

a-Ba=r—-vt'—vt+vt' =1 —vt (29.23)

und damit

_ Oy(r —vt) _(r=vt)x(r—-vtigy gqvxr
E=—"N B~ c(t—t)N ~ cN (29.24)

in Ubereinstimmung mit (25.30) und (25.31).
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29.d Beschleunigte Ladung momentan in Ruhe
Firg = 0 vereinfachen sich die Gleichungen (29.20) und (29.21) zu

L ;
E = a3+ca3a><(a><ﬂ) (29.25)

- _9 '
B = ——(@xp). (29.26)

woraus mit der Energiestromdice= ;-E x B die in den RaumwinkedQ abgestrahlte Leistung

dUs _ , _ca _ 9 w2 @ ‘2
) =a’S-n= 4n[a,E,B] = 4maz(axﬁ) = 4nca(nxv) (29.27)
und die gesamte abgestrahlte Leistung
: 297,
Us = égv (2928)

(Larmor-Formel) folgt.
Fur eine harmonische Bewegung= rqqCOs(t) undv = —rgqw? cosgt) folgt

. 207G — 19}

Us = 5?"0)4@05@0)2, Us = §§°“’4 (29.29)
in Ubereinstimmung mit Abschnitt 22.b. Dies gilt fir 1. Sonst hat man in 22.b auch Quadrupol- und hohere
Multipolanteile zu berticksichtigen und hier, dgssicht mehr vernachlassigt werden kann, was auf zushtzlic
Beitrage der Ordnung® und hoher fiihrt.

29.e Abstrahlung, # 0

Wir hatten gesehen, dass die Ladung im momentanen Ruhesyiel eistungUs = %qu\'/z abstrahlt. Der
abgestrahlte Impuls ist Null wegen der Symmetrie der Stradn{ohne Beriicksichtigung des statischen Anteils
von E, der aber so rasch abnimmt, dass er fir hinreichend geflietits mehr beitragt)

E(-a)=E(a), B(-a)=-B(a), Tas(-a) =T (29.30)
Wir kdnnen daher den pro Eigenzeit abgestrahlten Impukstgie-Vektor schreiben als

d,1 w207 ( dut du,
E(E Ss s)___( ),

i (29.31)

dau® = cy « v-Vv = 0. Da die Formel lorentz-invariant geschrieben ist, gitisi jedem Inertialsystem, das
heil3t

dt dt ¢ 38 \dr/ |

dUs dr w0 22 (dt\? [ d(v) diyvy)
dt dt

2
= 25 (0M0n - &)

202 . i . .
- 3—2372 (Y2 + 29V -¥) + 72 - D). (29.32)
Mit dr/dt - u®/c = 1 und
d 1 3V V
y== — |- i (29.33)
T
folgt schlieR3lich
_2q2 a2 s(V-¥)?
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Beim Umlaufen in einem Synchrotron vom Radiusst die Beschleunigung = v2/r senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung. Daraus folgt

: 2 2
Us = S0°c8y*/r? = SaPcly® - 1%/r% (29.35)
Pro Umlauf ist die abgestrahlte Energie

27r - 4n
AUs = —=Us = ?qzﬂsy“/r. (29.36)

Bei Desy ergibt sich fiir ein umlaufendes Elektron der Eigely =7.5 GeV undmec® =0.5 MeV ein Wert
y = E/(Mc?) = 15000. Fur = 32 m folgt danmAU = 9.5 MeV. Bei Petra hat man mE = 19GeV ein
v = 38000 und mit = 367m eine Energieabstrahlung vabl = 34MeV pro Umlauf.

Aufgabe Hera bei Desy hat = 1008m und arbeitet mit Elektronen vdfy, = 30GeV und Protonen von
Ep = 820GeV. Man berechne deren Energieabstrahlung pro Umlauf.
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